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5 Содержание

Введение

Эта книга представляет собой сборник задач по основным темам
планиметрии. Сюда относятся как классические, включённые в
любую программу школьного курса, темы, так и «продвинутые»,
обычно изучаемые на спецкурсах и кружках для школьников,
интересующихся геометрией.

Задачник мало подходит для первичного изучения базового кур-
са планиметрии, но хорошо дополняет его. Основные факты из
стандартного школьного курса геометрии хоть и перечислены во
введениях к первым разделам, но скорее служат напоминани-
ем читателю и предполагаются известными. В частности, задачи
первых разделов, конечно, сгруппированы по темам в соответ-
ствии с заголовками этих разделов, но в них вполне могут встре-
чаться задачи, использующие стандартные факты из других раз-
делов (в том числе следующих за данными). К примеру, в раз-
деле о равнобедренном треугольнике при решении задач могут
оказаться полезны известные свойства вписанных углов, хотя со-
ответствующий раздел идёт сразу после данного. В связи с этим
распределение задач по первым разделам следует, скорее, воспри-
нимать как разделение по темам и сюжетам, а пользоваться при
решении задач следует всем, что изучено в школьной программе.
Сказанное, однако, уже куда в меньшей степени касается послед-
них разделов книги (в особенности — последней главы 6, содер-
жащей дополнительные разделы). Эти разделы далеко не всегда
хорошо знакомы читателям, не углублявшимся в планиметрию
дальше изучаемого в школе материала. В них авторы старались
выдержать следование тем, и сведения из последующих разде-
лов обычно не используются (хотя из предыдущих разделов — в
полном объёме: они считаются уже пройденными). Большинство
разделов использовалось авторами в разное время при проведе-
нии занятий кружков по дополнительным разделам геометрии
для подготовки школьников к олимпиадам и расширения их ма-
тематического кругозора.
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Ко всем задачам написаны указания или решения (зачастую —
достаточно краткие). Читателю, конечно, следует начинать ра-
боту с задачами, попытавшись сначала самостоятельно отыскать
решение. Если никакие длительные попытки ни к чему не при-
водят — можно воспользоваться указаниями. В этом нет ничего
страшного, а время не было потрачено зря: процесс усердного
размышления над возникающими конструкциями уже поучите-
лен. В случае же, когда удача сопутствовала читателю, и задача
была решена, посмотреть комментарии и указания обычно стоит:
в них может содержаться дополнительная полезная информация,
в том числе об обобщениях только что решённой задачи. Доволь-
но полезно бывает в том числе и вернуться через некоторое время
к задачам уже решённым и разобранным и, не заглядывая нику-
да, повторить решения всех этих задач самостоятельно.
Отметим, что многие задачи допускают решение разными мето-
дами, и в ряде случаев сразу несколько принципиально различ-
ных решений оказываются достаточно эффектными и красивы-
ми. По этим причинам читатель найдёт некоторые из задач в
нескольких разделах сразу. Возврат к уже решённым задачам,
но с других позиций, и взгляд на них под другим углом во мно-
гом формируют у читателя более полную картину предмета и по-
казывает тесную взаимосвязь различных тем, их неотделимость
друг от друга.
Многие из задач, включённых в книгу, встречались среди пред-
ложенных школьникам на олимпиадах различного уровня и всту-
пительных испытаниях в вузы. Некоторые из задач могут быть
найдены в ряде других задачников. Часть задач придуманы и
лично авторами книги. К большому сожалению, указать все ис-
точники задач не представляется возможным, а часть и вовсе
стала фольклором, и обойти их стороной при изучении некото-
рых тем нельзя. При этом в именных теоремах или теоремах,
связанных с именными объектами (точками, прямыми и т. п.)
информацию о том, кому эти факты и конструкции приписыва-
ются, авторы задачника старались указывать (разумеется, там,
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где им эта информация была известна).
Предупредим читателя, что часть задач, включённых в эту кни-
гу, достаточно сложны. Не всегда задачи в разделах расположены
по возрастанию сложности (да и сама сложность в данном случае
достаточно субъективна), но последние задачи разделов — зача-
стую довольно трудные. При этом чрезвычайно трудные задачи
отмечены символом (∗) перед условием. Тем не менее, задачи под
первыми номерами практически всегда — либо разминочные (и
должны решаться относительно просто), либо содержат теорети-
ческие факты, упомянутые во введениях к разделам без доказа-
тельства. Отметим также, что в книге присутствует некоторое,
хотя и очень малое, количество задач по стереометрии. Задачник
в целом посвящён планиметрии, но в некоторых случаях авторам
хотелось показать эффектные обобщения или красивые примеры
применения изученной техники и в стереометрических вопросах,
если это представлялось очень уместным.
В завершение введения кратко остановимся на используемых в
книге обозначениях, которые предполагаются общепринятыми и
известными читателю. Символы («кванторы») ∀ и ∃ означают
«для любого» и «существует». Под формулами A ∩ B и A ∪ B
понимаются пересечение и объединение множеств A и B соот-
ветственно, формула x ∈ A означает, что x является элементом
множества A, а символ ∅ обозначает пустое множество. Двоето-
чие в формулах зачастую следует читать как «такие, что» или
«для которого» (к примеру, запись {n ∈ N : n/2 ∈ N} интерпрети-
руется как «множество натуральных чисел n таких, что n/2 так-
же есть натуральное число»). Под отображением f из множества
A во множество B понимается закон или правило, по которому
каждому элементу x из A ставится единственный элемент из мно-
жества B, обозначаемый f(x). При этом будем писать f : A→ B,
а то обстоятельство, что x под действием этого отображения f
переходит в элемент f(x), будем записывать в виде x 7→ f(x).
Элемент f(x) ∈ B называется образом элемента x под действи-
ем f , а элемент x для f(x) называется прообразом (прообразов
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у разных элементов y ∈ B может быть несколько, а может и не
быть вовсе).
Мы будем признательны читателям за любые предложения и за-
мечания по данной книге. Связаться с нами можно по адресу
geomproblembook@gmail.com
Работа над этой книгой велась при поддержке фонда НИР, Мос-
ковского физико-технического института, а также Фонда разви-
тия Физтех-школ.

Авторы

mailto:geomproblembook@gmail.com
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Глава 1

Классические темы
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1.1 Равнобедренный треугольник

Определение 1.1.1. Треугольник с двумя равными сторонами
называется равнобедренным.

При этом равные стороны называются боковыми сторонами, а
третья сторона — основанием равнобедренного треугольника.
Частным случаем равнобедренного треугольника является рав-
носторонний треугольник (у него равны все три стороны).

Теорема 1.1.1. (Свойство равнобедренного треугольника): В лю-
бом равнобедренном треугольнике:

а) углы при основании равны;

б) медиана, биссектриса и высота, проведённые к основанию,
совпадают.

Теорема 1.1.2. (Признак равнобедренного треугольника): Если
в треугольнике ABC выполняется любое из следующих условий:

а) углы при вершинах A и C равны;

б) биссектриса и высота, выходящие из вершины B, совпада-
ют;

в) высота и медиана, выходящие из вершины B, совпадают;

г) медиана и биссектриса, выходящие из вершины B, совпа-
дают,

то этот треугольник равнобедренный, причём AB = BC.

Некоторые другие свойства и признаки равнобедренного треуголь-
ника читатель найдёт среди приведённых ниже задач.
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Задачи
1. Две высоты треугольника равны. Докажите, что треугольник

равнобедренный.
2. Докажите, что у равнобедренного треугольника:

биссектрисы углов при основании равны;i.

медианы, проведённые из тех же вершин, также равны.ii.

3. Пусть AE и CD — биссектрисы равнобедренного треугольника
ABC (AB = BC). Докажите, что ∠BED = 2∠AED.

4. Медиана треугольника делит пополам его периметр. Докажи-
те, что треугольник равнобедренный.

5. Окружность, построенная на стороне треугольника как на диа-
метре, проходит через середину другой стороны. Докажите,
что треугольник равнобедренный.

6. Биссектрисы углов при одном основании трапеции пересека-
ются на другом её основании. Докажите, что второе основание
равно сумме боковых сторон.

7. У двух равнобедренных треугольников равны основания и ра-
диусы описанных окружностей. Обязательно ли эти треуголь-
ники равны?

8. На свой день рождения Василиса купила треугольный пи-
рог, который она разрезала по каждой биссектрисе и полу-
чила 6 кусков. Опоздавшему Игорю достался кусок в форме
прямоугольного треугольника, на основании чего он заявил,
что пирог имел форму равнобедренного треугольника. Прав
ли Игорь?

9. Барон Мюнхгаузен утверждает, что смог разрезать некоторый
равнобедренный треугольник на три треугольника так, что из
любых двух можно сложить равнобедренный треугольник. Не
хвастает ли барон?

10. Две медианы треугольника равны. Докажите, что треуголь-
ник равнобедренный.
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11. Высота AK, биссектриса BL и медиана CM треугольника
ABC пересекаются в точке P , причём AP = BP . Докажите,
что треугольник ABC — равносторонний.

12. Дан равнобедренный треугольник ABC (AB = AC). На мень-
шей дуге AB описанной около него окружности взята точка
D. На продолжении отрезка AD за точку D выбрана точка E
так, что точки A и E лежат в одной полуплоскости относи-
тельно BC. Описанная окружность треугольника BDE пере-
секает сторону AB в точке F . Докажите, что прямые EF и
BC параллельны.

13. Возможно ли, чтобы одна биссектриса треугольника делила
пополам другую биссектрису?

14. Медианой пятиугольника ABCDE назовём отрезок, соединя-
ющий вершину с серединой противолежащей стороны (A — с
серединой CD, B — с серединой DE и т. д.). Докажите, что
если четыре медианы выпуклого пятиугольника перпендику-
лярны сторонам, к которым они проведены, то таким же свой-
ством обладает и пятая медиана.

15. Дан равнобедренный треугольник ABC, в котором AB = BC.
В описанной окружности Ω треугольника ABC проведён диа-
метр CC ′. Прямая, проходящая через точку C ′ параллельно
BC, пересекает отрезки AB и AC в точках M и P соответ-
ственно. Докажите, что M — середина отрезка C ′P .

16. Равные отрезки AB и CD пересекаются в точке K. Известно,
что AC ‖ BD. Докажите, что треугольники AKC и BKD
равнобедренные.

17. В выпуклом четырёхугольнике семь из восьми отрезков, со-
единяющих вершины с серединами противоположных сторон,
равны. Докажите, что все восемь отрезков равны.

18. На сторонах AB и BC треугольника ABC выбраны точки M
и N соответственно. Отрезки AN и CM пересекаются в точ-
ке P , причём AP = CP . Обязательно ли треугольник ABC
равнобедренный, если:
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AM = CN ;i.

BM = BN?ii.

19. В прямоугольном треугольнике ABC с прямым углом C угол
A равен 30◦, точка I — центр вписанной окружности ABC,
D — точка пересечения отрезка BI с этой окружностью. До-
кажите, что отрезки AI и CD перпендикулярны.

20. В треугольнике ABC угол C — прямой. На катете CB как
на диаметре во внешнюю сторону построена полуокружность,
а точка N — середина этой полуокружности. Докажите, что
прямая AN делит пополам биссектрису угла C.

21. В треугольнике ABC сторона AC наименьшая. На сторонах
AB и CB взяты точки K и L соответственно, причём KA =
= AC = CL. Пусть M — точка пересечения AL и KC, а I —
центр вписанной в треугольник ABC окружности. Докажите,
что прямая MI перпендикулярна прямой AC.

22. На боковых сторонах AB и AC равнобедренного треугольника
ABC отметили точкиK и L соответственно так, что AK = CL
и ∠ALK + ∠LKB = 60◦. Докажите, что KL = BC.

23. Найдите все равнобедренные треугольники, которые нельзя
разрезать на три равнобедренных треугольника с одинаковы-
ми боковыми сторонами.

24. В равнобедренном треугольнике ABC (AB = BC) с углом
∠ABC = 20◦ на стороне AB отмечена точка D такая, что
BD = AC. Найдите ∠BCD.

25. (Теорема Штейнера-Лемуса): Докажите, что если две биссек-
трисы треугольника равны, то он равнобедренный.



Окружности и вписанные углы 14

1.2 Окружности и вписанные углы

Определение 1.2.1. Угол называется вписанным в окружность,
если его вершина лежит на этой окружности, а стороны пересе-
кают её.

Теорема 1.2.1. (О вписанном угле): Величина вписанного угла
равна половине угловой величины дуги, на которую он опирает-
ся.

Следствие. Величины вписанных углов, опирающихся на равные
дуги (в частности, на одну и ту же дугу), равны, а величины
вписанных углов, опирающихся на равные хорды (в частности,
на одну и ту же хорду), либо равны, либо составляют в сумме
180◦.

Теорема 1.2.2. (Об угле с вершиной внутри круга): Величина
угла с вершиной внутри круга равна полусумме угловых величин
дуг, одна из которых находится внутри этого угла, а другая —
внутри угла, вертикального с данным.

Теорема 1.2.3. (Об угле с вершиной вне круга): Величина угла
с вершиной вне круга (считается, что стороны угла пересека-
ют круг) равна модулю полуразности угловых величин двух дуг,
находящихся внутри этого угла.

Теорема 1.2.4. (Об угле между касательной и хордой): Вели-
чина угла между касательной к окружности и хордой, прове-
дённой через точку касания, равна половине угловой величины
дуги, находящейся в этом угле.

Следствие. Величина угла между касательной к окружности и
хордой, проведённой через точку касания, равна величине впи-
санного угла, опирающегося на дугу, указанную в формулировке
теоремы об угле между касательной и хордой.

Определение 1.2.2. Многоугольник называется вписанным в
окружность, если все его вершины лежат на этой окружности.
Эта окружность называется описанной около многоугольника.
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Теорема 1.2.5. Многоугольник является вписанным тогда и
только тогда, когда серединные перпендикуляры ко всем его сто-
ронам пересекаются в одной точке. Указанная точка, если она
существует, будет центром окружности, описанной около мно-
гоугольника.

Теорема 1.2.6. (Критерий вписанности четырёхугольника): Для
того, чтобы четырёхугольник был вписанным, необходимо и до-
статочно, чтобы сумма каких-то двух его противоположных
углов была равна 180◦.

Определение 1.2.3. Говорят, что отрезок AB виден из двух то-
чек C и D под одинаковым углом, если ∠ACB = ∠ADB.

Теорема 1.2.7. (Достаточное условие вписанности четырёх-
угольника): Если какая-то сторона четырёхугольника видна из
двух его оставшихся вершин под одинаковым углом, то около
этого четырёхугольника можно описать окружность.

Задачи
1. Вершина A остроугольного треугольника ABC соединена от-

резком с центром O описанной окружности. Из вершины A
проведена высота AH. Докажите, что ∠BAH = ∠OAC.

2. Две окружности пересекаются в точках P и Q. Прямая, пере-
секающая отрезок PQ, последовательно пересекает эти окруж-
ности в точках A, B, C и D. Докажите, что ∠APB = ∠CQD.

3. Диагонали равнобедренной трапеции ABCD с боковой сто-
роной AB пересекаются в точке P . Докажите, что центр O
её описанной окружности лежит на описанной окружности
∆APB.

4. На окружности даны точки A, B, C, D в указанном порядке;
A1, B1, C1 и D1 — середины дуг AB, BC, CD и DA соответ-
ственно. Докажите, что A1C1 ⊥ B1D1.
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5. На окружности взяты точки A, C1, B, A1, C, B1 в указанном
порядке.

Докажите, что если прямые AA1, BB1, CC1 являются
биссектрисами углов ∆ABC, то они являются высотами
∆A1B1C1.

i.

Докажите, что если прямые AA1, BB1 и CC1 являются
высотами ∆ABC, то они являются биссектрисами углов
∆A1B1C1.

ii.

6. Докажите, что прямая, соединяющая середины дуг AB и AC,
где A, B и C — три точки одной окружности, отсекает на
хордах AB и AC равные отрезки, считая от точки A.

7. Две равные окружности пересекаются в точках A и B. Точка
P отлична от A и B и лежит на одной из окружностей, а X и
Y — вторые точки пересечения PA и PB с другой окружно-
стью. Докажите, что прямая, проходящая через P и перпен-
дикулярная AB, делит одну из дуг XY пополам.

8. Окружность S2 проходит через центр O окружности S1 и пере-
секает её в точках A и B. Через точку A проведена касатель-
ная к окружности S2. Точка D — вторая точка пересечения
этой касательной с окружностью S1. Докажите, что AD = AB.

9. Две окружности пересечены прямой `,
как указано на рисунке. Докажите, что
∠ABC = ∠DEM .

10. Диагонали вписанного четырёхугольника ABCD пересекают-
ся в точке O. Описанные окружности ∆AOB и ∆COD пе-
ресекаются в точке M на стороне AD. Докажите, что точка
O — центр вписанной окружности ∆BMC.

11. Докажите, что если биссектрисы углов выпуклого четырёх-
угольника образуют четырёхугольник, то этот четырёхуголь-
ник вписанный.

12. На сторонах AB, BC, CD и DA прямоугольника ABCD взя-
ты соответственно точки K, L, M , N , отличные от вершин.
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Известно, что KL ‖ MN и KM ⊥ NL. Докажите, что точ-
ка пересечения отрезков KM и LN лежит на диагонали BD
прямоугольника.

13. ABCD — вписанный четырёхугольник, диагонали которого
перпендикулярны, а P — точка их пересечения. Докажите,
что прямая, проведённая из точки P перпендикулярно BC,
делит сторону AD пополам.

14. В остроугольном треугольнике ABC через центр O описан-
ной окружности и вершины B и C проведена окружность Ω.
Пусть OK — диаметр окружности Ω, D и E — точки пересе-
чения этой окружности с прямыми AB и AC соответственно.
Докажите, что ADKE — параллелограмм.

15. Две окружности ω1 и ω2 пересекаются в точках A и B. К ним
через точку A проводятся касательные `1 и `2 соответствен-
но. Перпендикуляры, проведённые из точки B к прямым `2 и
`1, вторично пересекают окружности ω1 и ω2 соответственно в
точках K и N . Докажите, что точки K, A и N лежат на одной
прямой.

16. К двум окружностям, пересекающимся в точках K и M , про-
ведена общая касательная. Докажите, что если A и B — точки
касания, то сумма углов AMB и AKB равна 180◦.

17. Треугольник ABC вписан в окружность. Точка D — середина
дуги AC, не содержащей точку B, а точки K и L выбраны на
сторонах AB и CB соответственно так, что KL параллельна
AC. Пусть K ′ и L′ — точки пересечения прямых DK и DL
соответственно с окружностью. Докажите, что вокруг четы-
рёхугольника KLL′K ′ можно описать окружность.

18. Четырёхугольник ABCD — вписанный. На его диагоналях AC
иBD отметили точкиK и L соответственно так, что AK = AB
и DL = DC. Докажите, что прямые KL и AD параллельны.

19. На окружности с диаметром AB выбраны точки C и D. Пусть
XY — диаметр, проходящий через серединуK хорды CD, точ-
ка M — проекция точки X на прямую AC, а точка N — про-
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екция точки Y на прямую BD. Докажите, что точки M , N и
K лежат на одной прямой.

20. Докажите, что окружности, описанные около трёх треуголь-
ников, отсекаемых от остроугольного треугольника средними
линиями, имеют общую точку.

21. Равносторонние треугольники ABC и PQR расположены так,
что вершина C лежит на стороне PQ, а вершина R — на сто-
роне AB, причем точки B и Q лежат по одну сторону от пря-
мой CR. Докажите, что AP ‖ BQ.

22. На сторонах AC и BC треугольника ABC во внешнюю сто-
рону построены квадраты ACA1A2 и BCB1B2. Докажите, что
прямые A1B, A2B2 и AB1 пересекаются в одной точке.

23. На гипотенузеAB прямоугольного треугольникаABC во внеш-
нюю сторону построен квадрат с центром в точке O. Докажи-
те, что CO — биссектриса прямого угла.

24. Три прямые проходят через точку O и образуют попарно уг-
лы в 60◦. Из произвольной точки M , отличной от O, опуще-
ны перпендикуляры на эти прямые. Докажите, что основания
перпендикуляров являются вершинами правильного треуголь-
ника.

25. В треугольнике ABC угол B равен 60◦, биссектрисы AA1 и
CC1 пересекаются в точке I. Докажите, что IA1 = IC1.

26. В треугольнике ABC проведены биссектрисы AA1 и CC1, пе-
ресекающиеся в точке I. Оказалось, что A1BC1I — вписанный
четырехугольник. Найдите IA1 и IC1, если A1C1 = 1.

27. Одна из диагоналей вписанного в окружность четырехуголь-
ника является диаметром. Докажите, что проекции противо-
положных сторон этого четырёхугольника на другую диаго-
наль равны.

28. Через вершины A, B, C,D вписанного четырёхугольника, диа-
гонали которого взаимно перпендикулярны, проведены каса-
тельные к описанной окружности. Докажите, что образован-
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ный ими четырёхугольник — вписанный.
29. Пусть I — центр окружности, вписанной в треугольник ABC.

Окружность, описанная около треугольника BIC, пересекает
прямые AB и AC в точках E и F соответственно. Докажите,
что прямая EF касается окружности, вписанной в треуголь-
ник ABC.

30. Две окружности касаются друг друга внешним образом в точ-
ке D. Прямая касается одной из этих окружностей в точке A
и пересекает другую в точках B и C. Докажите, что точка A
равноудалена от прямых BD и CD.

31. Вписанная окружность треугольника A1A2A3 касается сторон
A2A3, A3A1 и A1A2 в точках S1, S2 и S3 соответственно. Пусть
I1, I2, I3 — центры вписанных окружностей треугольников
A1S2S3, A2S3S1 и A3S1S2 соответственно. Докажите, что пря-
мые I1S1, I2S2, I3S3 пересекаются в одной точке.

32. Пусть вписанная окружность ∆ABC касается его сторон AB,
AC и BC в точках D,E и F соответственно. Прямая, которая
проходит через точку F и центр этой окружности, пересекает
отрезок DE в точке L. Докажите, что прямая AL проходит
через середину стороны BC.

33. (ЕГЭ): В остроугольном треугольнике ABC проведены высо-
ты AK и CM . На них из точек M и K опущены перпендику-
ляры ME и KH соответственно. Докажите, что прямые EH
и AC параллельны. Найдите отношение EH : AC, если угол
ABC равен 30◦.

34. (Международная олимпиада): Пусть Γ — окружность, описан-
ная около остроугольного треугольника ABC. ТочкиD и E ле-
жат на отрезках AB и AC соответственно, причем AD = AE.
Серединные перпендикуляры к отрезкам BD и CE пересека-
ют меньшие дуги AB и AC окружности Γ в точках F и G
соответственно. Докажите, что прямые DE и FG параллель-
ны или совпадают.
Решения последних двух задач имеют много общих черт.
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35. (Теорема Птолемея): Докажите, что если четырёхугольник
вписан в окружность, то сумма произведений длин двух пар
его противоположных сторон равна произведению длин его
диагоналей.
Справедливо и обратное утверждение. Теорема Птолемея в полной
формулировке, вероятно, наиболее коротко доказывается с помо-
щью преобразования инверсии (см. раздел 6.8). В указаниях к этой
задаче приведено и альтернативное доказательство, использующее
прямую Симсона.

36. Биссектриса угла A треугольника ABC пересекает описанную
окружность в точке D. Докажите, что AB + AC 6 2AD.

37. На дуге CD описанной окружности квадрата ABCD взята
точка P . Докажите, что PA+ PC =

√
2PB.

38. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность Ω с центром O,
причём O не лежит на диагоналях AC и BD, но лежит внутри
четырёхугольника. Описанная окружность Ω1 треугольника
AOC проходит через середину диагонали BD. Докажите, что
описанная окружность Ω2 треугольника BOD проходит через
середину диагонали AC.

39. На диагонали AC ромба ABCD взята произвольная точка E,
отличная от точек A и C, а на прямых AB и BC — точки N и
M соответственно, причём AE = NE и CE = ME. Пусть K —
точка пересечения прямых AM и CN . Докажите, что точки
K, E и D лежат на одной прямой.

40. В треугольнике ABC на продолжениях сторон AB и CB за
точку B взяты соответственно точки Q и P так, что AC =
PC = AQ. Докажите, что описанные окружности треуголь-
ников ABP и CBQ пересекаются на биссектрисе угла A.
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1.3 Подобие

Определение 1.3.1. Два треугольника A1B1C1 и A2B2C2 назы-
ваются подобными, если их углы соответственно равны.

Запись ∆A1B1C1 ∼ ∆A2B2C2 означает, что треугольники A1B1C1

и A2B2C2 подобны, причём ∠B1A1C1 = ∠B2A2C2, ∠C1B1A1 =
= ∠C2B2A2, ∠A1C1B1 = ∠A2C2B2.
Имеется в виду, что в записи ∆A1B1C1 ∼ ∆A2B2C2 содержится не
только информация о том, что эти треугольники подобны, но и о
том, какие вершины друг другу соответствуют. В частности, если
∆A1B1C1 ∼ ∆A2B2C2, то верно, что треугольник B1C1A1 подобен
треугольнику A2B2C2, но неверно, что ∆B1C1A1 ∼ ∆A2B2C2.

Теорема 1.3.1. Если ∆A1B1C1 ∼ ∆A2B2C2, то соответству-
ющие стороны, лежащие в этих двух треугольниках против

равных углов, пропорциональны:
A1B1

A2B2

=
B1C1

B2C2

=
C1A1

C2A2

.

Определение 1.3.2. Если ∆A1B1C1 ∼ ∆A2B2C2, то число k =

=
A1B1

A2B2

называется коэффициентом подобия этих треугольни-
ков.

Мы определили подобие лишь для треугольников. Общее опре-
деление подобия двух фигур на плоскости будет дано в разделе
о гомотетии.

Теорема 1.3.2. (Признаки подобия):

1. (По двум углам): если два угла одного треугольника рав-
ны соответственно двум углам другого треугольника, то
такие треугольники подобны.

2. (По двум пропорциональным сторонам и углу между ни-
ми): если две стороны одного треугольника пропорциональ-
ны соответственно двум сторонам другого треугольника,
а углы между этими сторонами в обоих треугольниках
равны, то такие треугольники подобны.
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3. (По трём пропорциональным сторонам): если три сторо-
ны одного треугольника пропорциональны соответственно
трём сторонам другого треугольника, то такие треуголь-
ники подобны.

Теорема 1.3.3. (Свойства подобных треугольников):

Пусть ∆A1B1C1 ∼ ∆A2B2C2 с коэффициентом подобия k =
A1B1

A2B2

.

1. Периметры этих треугольников относятся как коэффици-
ент подобия: P∆A1B1C1 = k · P∆A2B2C2.

2. Площади этих треугольников относятся как квадрат ко-
эффициента подобия: S∆A1B1C1 = k2 · S∆A2B2C2.

3. Любые отрезки первого треугольника (медианы, биссектри-
сы, высоты, радиусы вписанной и описанной окружностей
и т. д.) пропорциональны соответствующим отрезкам вто-
рого с коэффициентом пропорциональности k.

С подобием связана также следующая важная теорема, которую
мы сформулируем отдельно для прямого и обратного случаев:

Теорема 1.3.4. (Теорема Фалеса): Пусть параллельные прямые
`1, `2 и `3 пересечены прямой a в точках A1, A2 и A3, а прямой

b в точках B1, B2, B3 соответственно. Тогда
A1A2

B1B2

=
A2A3

B2B3

.

Кратко теорему можно сформулировать так: параллельные пря-
мые отсекают на двух секущих (которые могут быть как парал-
лельными, так и нет) пропорциональные отрезки.

Теорема 1.3.5. (Обратная теорема Фалеса): Если прямые `1, `2

и `3 пересекают прямую a в точках A1, A2 и A3, а прямую b (b ∦

a) в точках B1, B2, B3 соответственно, причём
A1A2

B1B2

=
A2A3

B2B3

,

то `1, `2 и `3 параллельны.
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Краткая формулировка: если прямые отсекают на двух непарал-
лельных секущих пропорциональные отрезки, то эти прямые па-
раллельны.

Подобие — одна из центральных тем во всей планиметрии, по-
этому с ним мы столкнёмся в этой книге ещё много раз. Среди
большинства из первых 16 задач этого раздела содержится много
важных конструкций, которые полезно иметь в виду и замечать
при решении более сложных задач. Оставшиеся 14 задач предпо-
лагают при решении использование подобия.

Задачи

1. Окружность касается сторон AC и BC треугольника ABC в
точках A и B соответственно. На дуге этой окружности, ле-
жащей вне треугольника, расположена точка K так, что рас-
стояния от неё до продолжений сторон AC и BC равны x и
y соответственно. Найдите расстояние от точки K до прямой
AB.

2. В равностороннем треугольнике ABC взята точка M и пря-
мые, проходящие через неё параллельно сторонам, разбиваю-
щие треугольник на три равносторонних треугольника с пло-
щадями S1, S2, S3 и на три параллелограмма. Вычислите пло-
щадь треугольника ABC.

3. В треугольнике ABC на сторонах AB и AC взяты точки M
и N соответственно так, что AM : MB = 3 : 2 и AN : NC =
= 4 : 5. В каком отношении прямая, проходящая через точку
M параллельно BC, делит отрезок BN?

4. Пусть AA1, BB1 — высоты ∆ABC (точки A1 и B1 лежат на
сторонах треугольника или на их продолжениях). Докажите,
что ∆ABC ∼ ∆A1B1C, и выразите коэффициент подобия че-
рез угол C.

5. В треугольнике ABC на сторонах AB и AC отмечены такие
точки D и E, что ∠ADE = ∠ACB. (В этом случае часто
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говорят, что прямые DE и BC антипараллельны). ПустьDE
пересекает описанную окружность ∆ABC в точках P и Q.
Докажите, что AP = AQ.

6. Внутри острого угла с вершиной A взята точка P , из которой
проведены перпендикуляры PQ и PR к сторонам угла. Затем
из точек Q и R проведены перпендикуляры RS и QT к сто-
ронам угла, противоположным тем, на которых лежат P и R.
Докажите, что AP ⊥ ST .

7. Докажите, что если в треугольнике ABC две прямые BM и
CN , выходящие из вершин треугольника, пересекаются на вы-
соте AD, то эта высота есть биссектриса углаMDN (точкиM
и N лежат на сторонах AC и AB соответственно).

8. (Основное свойство ортотреугольника): Докажите, что для
треугольника A1B1C1, вершины которого — основания высот
остроугольного треугольникаABC, высоты треугольникаABC
являются биссектрисами.
Треугольник ABC называется ортотреугольником треуголь-
ника A1B1C1.

9. На стороне AB треугольника ABC выбрана точка X, через
которую проведены прямые XY и XZ, параллельные соот-
ветственно медианам AA1 и BB1 (Y и Z лежат на сторонах
BC и AC треугольника ABC соответственно). Докажите, что
отрезок Y Z делится медианами AA1 и BB1 на три части оди-
наковой длины.

10. С помощью циркуля и линейки разделите заданный отрезок на
n равных частей (n — натуральное число, большее единицы).

11. В треугольник ABC вписана окружность ω с центром I, а
окружность Ω с центром IA касается стороны BC и продол-
жений сторон AB и AC за точки B и C соответственно. Дока-
жите, что произведение расстояний от вершины треугольника
A до центров ω и Ω равно произведению сторон треугольника,
сходящихся в этой вершине.

12. Пусть K, M , N — три различные точки на окружности с цен-
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тром O, p — серединный перпендикуляр к отрезку MN . Пря-
мые KM и KN пересекают p в точках A и B. Докажите, что
OA ·OB = R2.

13. (Теорема о биссектрисе внешнего угла треугольника): Пусть
BD — биссектриса внешнего угла при вершине B треугольни-
ка ABC (D лежит на продолжении стороны AC за точку C).

Докажите, что
AD

CD
=
AB

BC
.

14. (Лемма Архимеда): Окружность ω касается внутренним обра-
зом окружности Ω в точке A и хорды MN этой окружности в
точке B. Докажите, что луч AB пересекает дугу MN окруж-
ности Ω, не содержащую точку A, в её середине.

15. (Дополнение к лемме Архимеда): Окружность ω касается внут-
ренним образом окружности Ω в точке A и хорды MN этой
окружности в точке B. Пусть луч AB пересекает дугу MN
окружности Ω, не содержащую точку A, в точке P . Докажи-
те, что длина PN равна длине касательной из точки P к ω.

16. (Теорема Менелая, необходимое условие): Пусть прямая пере-
секает стороны AC и BC в точках A1 и B1 соответственно, а
продолжение отрезка AB за точку B — в точке C1. Докажите,

что
AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
= 1.

В разделе о теоремах Чевы и Менелая формулировка теоремы бу-
дет существенно обобщена.

17. Остроугольный треугольникABC вписан в окружность,AD —
диаметр этой окружности, а AA1 — высота этого треуголь-
ника. Найдя на полученном чертеже подобные треугольники,
получите известную формулу для вычисления площади тре-

угольника S =
abc

4R
(в числителе стоит произведение длин сто-

рон, а в знаменателе — удвоенная длина диаметра описанной
окружности).

18. На сторонах AD и CD параллелограмма ABCD взяты точ-
ки M и N так, что MN и AC параллельны. Докажите, что
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SABM = SCBN .
19. На стороне AB треугольника ABC отмечена точка D, а затем

через точки A и B проведены прямые `A и `B соответственно,
параллельные прямой CD. Продолжения сторон BC и AC за
точку C пересекают `A и `B в точках X и Y соответственно.

Докажите, что
1

CD
=

1

AX
+

1

BY
.

20. В треугольнике ABC прямые AX1, BX2, CX3 пересекаются в
точке X (точки X1, X2, X3 лежат на сторонах треугольника
ABC, а точка X — внутри него). Прямые X1X2 и X1X3 пере-
секают прямую, параллельную BC и проходящую через A, в
точках F и E. Докажите, что EA = AF .

21. Докажите, что если все квадраты, вписанные в треугольник
так, что две вершины расположены на стороне треугольника,
а две другие вершины на двух других сторонах треугольника,
равны между собой, то треугольник равносторонний.

22. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность Ω и одновре-
менно описан вокруг окружности ω. Пусть точки касания сто-
рон AB, BC, CD и DA соответственно с ω есть P , Q, R и
S. Докажите, что эти точки касания делят противоположные
стороны AB и CD четырёхугольника в равных отношениях.

23. Пусть M — середина стороны AB квадрата ABCD, а K —
точка на стороне AD такая, что KM ⊥ MC. Докажите, что
∠BCM = ∠KCM .

24. В прямоугольном треугольнике ABC с гипотенузой AB ради-
ус вписанной окружности равен r. Пусть CH — высота этого
треугольника. Найдите расстояние между центрами вписан-
ных окружностей треугольников ACH и BCH.

25. На сторонах AB и BC параллелограмма ABCD во внешнюю
сторону построены подобные треугольники ∆PAB ∼ ∆BCQ.
Докажите, что ∆PAB ∼ ∆PDQ.

26. На сторонах AB и BC параллелограмма ABCD во внешнюю
сторону построены равносторонние треугольникиABF иBCE.
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Докажите, что ∆EFD — равносторонний.
27. В остроугольном треугольнике ABC отмечены середины D, E

и F сторон CA, AB и BC соответственно, а H — основание
высоты из вершины B. Докажите, что ∠EHF = ∠EDF .

28. В равнобедренном прямоугольном треугольнике ABC с пря-
мым углом C сначала на стороне BC отметили точку D, а
затем на гипотенузе выбрали точку E так, что AD ⊥ CE. За-
тем на AB отметили еще одну точку F такую, что BE = EF ,
причем E лежит между F и B. Докажите, что если через F
провести прямую l, параллельную прямойm = CE, то прямые
l и m отсекут на AC отрезок, равный CD.

29. Две окружности с центрами O1 и O2 пересекаются в точках X
и Y , а их общие касательные пересекаются в точке W . Пусть
O1P и O2Q — пара параллельных радиусов этих двух окруж-
ностей, лежащих по разные стороны от прямой O1O2, а PQ
пересекает прямую O1O2 в точке Z. Докажите, что ∠ZXW =
= 90◦.

30. (∗) (Задача о бабочке): Через середину M хорды PQ окруж-
ности проведены хорды AB и CD. Пусть AD ∩ PQ = X,
BC ∩ PQ = Y . Докажите, что M — середина XY .
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1.4 Параллелограмм и трапеция

Определение 1.4.1. Параллелограмм — это четырёхугольник,
противоположные стороны которого попарно параллельны.

Определение 1.4.2. Ромб — это параллелограмм, все стороны
которого равны.

Определение 1.4.3. Прямоугольник — это параллелограмм с
прямым углом.

Определение 1.4.4. Квадрат — это ромб с прямым углом.

Теорема 1.4.1. (Свойства параллелограмма):

1. Противоположные стороны параллелограмма равны.

2. Противоположные углы параллелограмма равны.

3. Диагонали параллелограмма точкой пересечения делятся
пополам.

Теорема 1.4.2. (Признаки параллелограмма):

1. Если противоположные стороны четырёхугольника попар-
но равны, то этот четырёхугольник — параллелограмм.

2. Если две стороны четырёхугольника равны и параллельны,
то этот четырёхугольник — параллелограмм.

3. Если диагонали четырёхугольника пересекаются и делятся
точкой пересечения пополам, то этот четырёхугольник —
параллелограмм.

Теорема 1.4.3. (Свойство ромба): Диагонали ромба перпенди-
кулярны и делят его углы пополам.

Теорема 1.4.4. (Признак ромба): Если диагональ параллелограм-
ма делит его угол пополам, то этот параллелограмм — ромб.
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Теорема 1.4.5. (Свойства прямоугольника):

1. Все углы прямоугольника прямые.

2. Диагонали прямоугольника равны.

Теорема 1.4.6. (Признак прямоугольника): Если диагонали па-
раллелограмма равны, то этот параллелограмм — прямоуголь-
ник.

Теорема 1.4.7. (Свойство квадрата): У квадрата все стороны
равны и все углы равны.

Определение 1.4.5. Трапеция — это четырёхугольник, две сто-
роны которого (называемые основаниями трапеции) параллель-
ны, а две другие стороны (называемые боковыми) не параллель-
ны.

Определение 1.4.6. Трапеция с равными боковыми сторонами
называется равнобокой (или равнобедренной).

Определение 1.4.7. Отрезок с концами в серединах боковых
сторон трапеции называется её средней линией.

Теорема 1.4.8. (О средней линии трапеции): Средняя линия
трапеции параллельна основаниям. Длина средней линии тра-
пеции равна полусумме длин её оснований.

Теорема 1.4.9. (Замечательное свойство трапеции): Середины
оснований трапеции, точка пересечения её диагоналей и точка
пересечения продолжений её боковых сторон лежат на одной
прямой.

Приведём в качестве примера решение следующей задачи.

Задача 1.4.1. В трапеции ABCD на основании BC как на диа-
метре построена окружность, касающаяся прямой AD. Оказа-
лось, что средняя линия трапеции пересекает AC в точке на
окружности. Найдите угол A.



Параллелограмм и трапеция 30

Решение. Пусть P — точка пересе-
чения средней линии и диагонали
AC. Угол BPC прямой, поскольку
он опирается на диаметр. По тео-
реме Фалеса средняя линия
трапеции делит AC пополам, а значит, в треугольнике ∆ABC
высота BP совпадает с медианой. Итак, AB = BC = 2R, где
R — радиус построенной окружности. При этом радиусу этой
окружности также равна и высота трапеции: h = R. Очевидно,
что sin∠A = h/AB = 1/2, поэтому ∠A = 30◦.
Наблюдательные читатели, вероятно, уже заметили, что возмож-
на вторая конфигурация, в которой угол A трапеции тупой.
В этом случае вновь ∠BPC прямой, а
P — середина AC, поэтому ∆ABC —
равнобедренный, и AB = 2R. В тре-
угольнике ABH сторона BH равна ра-
диусу окружности R, а AB = 2R, отку-
да ∠BAH = 30◦, а ∠A = 150◦. �
При решении задач о трапеции часто оказываются полезны до-
полнительные построения, представленные на рисунках:
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Задачи
1. Окружность проходит через вершины B иD параллелограмма

ABCD и пересекает его стороны AB, BC, CD и DA в точках
M , N , P и K соответственно. Докажите, что MK ‖ NP .

2. Точки K, L, M и N — середины сторон соответственно AB,
BC, CD и AD параллелограмма ABCD. Докажите, что четы-
рёхугольник с вершинами в точках пересечения прямых AL,
BM , CN и DK — параллелограмм.

3. (Теорема Вариньона): Докажите, что середины сторон любого
четырёхугольника являются вершинами параллелограмма.

4. Через вершину C параллелограмма ABCD проведена произ-
вольная прямая, пересекающая продолжения сторон AB и AD
в точках K и M соответственно. Докажите, что произведение
BK ·DM не зависит от того, как проведена эта прямая.

5. На диагонали BD параллелограмма ABCD взята точка K.
Прямая AK пересекает прямые BC и CD в точках L и M .
Докажите, что AK2 = LK ·KM .

6. Два параллелограмма расположены так,
как показано на рисунке. Докажите, что
диагональ одного параллелограмма прохо-
дит через точку пересечения диагоналей
другого.

7. (Первая теорема В. Тебо): На сторонах параллелограмма вне
его построены квадраты. Докажите, что их центры лежат в
вершинах некоторого квадрата.

8. В остроугольном треугольнике ABC угол B равен 45◦, AM и
CN — высоты, O — центр описанной окружности, H — орто-
центр. Докажите, что ONHM — параллелограмм.

9. Докажите, что сумма квадратов диагоналей параллело-
грамма равна сумме квадратов всех его сторон.

i.

Найдите длину медианы треугольника, если известны дли-
ны его сторон.

ii.
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10. Пусть AC — большая из диагоналей параллелограмма ABCD.
Из точки C на продолжения сторон AB и AD опущены пер-
пендикуляры CE и CF соответственно. Докажите, что AB ·
· AE + AD · AF = AC2.

11. Внутри параллелограмма ABCD выбрана точка P так, что
∠APB + ∠CPD = 180◦. Докажите, что ∠PBC = ∠PDC.

12. Окружность касается сторон AB, BC и CD параллелограмма
ABCD в точкахK, L иM соответственно. Докажите, что пря-
мая KL делит пополам высоту параллелограмма, опущенную
из вершины C на AB.

13. В четырёхугольнике ABCD AB = CD, а точки M и K —
середины BC и AD. Докажите, что угол между MK и AC
равен полусумме углов BAC и DCA.

14. Докажите, что в любом треугольнике ABC середина стороны
BC лежит на отрезке, соединяющем точку пересечения высот
с точкой окружности, описанной около этого треугольника,
диаметрально противоположной вершине A, и делит этот от-
резок пополам.

15. Точки P , Q, R и S — середины сторон соответственно AB, BC,
CD и DA выпуклого четырёхугольника ABCD, M — точка
внутри этого четырёхугольника, причем APMS — параллело-
грамм. Докажите, что CRMQ — тоже параллелограмм.

16. Точка D взята на медиане BM треугольника ABC. Через точ-
ку D проведена прямая, параллельная стороне AB, а через
точку C — прямая, параллельная медиане BM . Две прове-
дённые прямые пересекаются в точке E. Докажите, что BE =
= AD.

17. Пусть O — точка пересечения диагоналей выпуклого четы-
рёхугольника ABCD. Докажите, что если равны периметры
треугольников ABO, BCO, CDO и DAO, то ABCD — ромб.

18. Диагонали ромба ABCD пересекаются в точке O. Докажите,
что точки пересечения биссектрис каждого из треугольников
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ABO, BCO, CDO и DAO являются вершинами квадрата.
19. Угол при вершине A ромба равен 60◦. На сторонах AB и BC

взяты соответственно точки M и N , причём AM = BN . До-
кажите, что ∆MDN — равносторонний.

20. Биссектриса угла B и биссектриса внешнего угла D прямо-
угольника ABCD пересекают сторону AD и прямую AB в
точках M и K соответственно. Докажите, что отрезок MK
равен и перпендикулярен диагонали прямоугольника.

21. Прямая, проходящая через вершину A квадрата ABCD, пере-
секает сторону CD в точке E и прямую BC в точке F . Дока-

жите, что
1

AE2
+

1

AF 2
=

1

AB2
.

22. В круге радиуса R даны два взаимно перпендикулярных диа-
метра. Произвольная точка окружности спроектирована на
эти диаметры. Найдите расстояние между проекциями этой
точки.

23. Вокруг выпуклого четырёхугольникаABCD описаны три пря-
моугольника. Известно, что два из этих прямоугольников яв-
ляются квадратами. Верно ли, что и третий обязательно яв-
ляется квадратом?
(Прямоугольник описан около четырёхугольника ABCD, если
на каждой стороне прямоугольника лежит по одной вершине
четырёхугольника.)

24. Диагонали трапеции перпендикулярны. Докажите, что длина
её высоты не больше длины её средней линии.

25. Сумма углов при большем основании трапеции равна 90◦. До-
кажите, что длина отрезка, соединяющего середины основа-
ний, равна полуразности длин оснований.

26. Докажите, что диаметр окружности, вписанной в равнобед-
ренную трапецию, равен среднему геометрическому длин её
оснований.

27. Биссектрисы углов при одном основании трапеции пересека-
ются на другом её основании. Докажите, что второе основание
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равно сумме боковых сторон.
28. Докажите, что биссектрисы углов при боковой стороне трапе-

ции пересекаются на средней линии.
29. В окружность вписаны две равнобочные трапеции так, что

каждая сторона одной трапеции параллельна некоторой сто-
роне другой. Докажите, что диагонали одной трапеции равны
диагоналям другой.

30. Дана неравнобокая трапеция ABCD. Точка A1 — это точка
пересечения описанной окружности треугольника BCD с пря-
мой AC, отличная от C. Аналогично определяются точки B1,
C1 и D1. Докажите, что A1B1C1D1 — тоже трапеция.

31. В трапеции ABCD диагонали пересекаются в точке O. На бо-
ковой стороне CD выбрана точка M , а на основаниях BC и
AD — точки P и Q так, что отрезки MP и MQ параллель-
ны диагоналям трапеции. Докажите, что прямая PQ проходит
через точку O.

32. Различные параллелограммы ABCD и AKLD расположены
так, что их стороны BC и KL лежат на одной прямой, причём
прямые AC и KD не параллельны. Докажите, что точка пе-
ресечения прямых AK и DC, точка пересечения прямых AB
и DL, а также точка пересечения прямых AC и KD лежат на
одной прямой.

33. Пусть AB — основание трапеции ABCD. Докажите, что если
AC +BC = AD +BD, то трапеция ABCD — равнобокая.

34. В остроугольном треугольнике ABC проведены высоты BD и
CE. Из вершин B и C на прямую ED опущены перпендику-
ляры BF и CG. Докажите, что EF = DG.

35. Существуют ли две трапеции, основания первой из которых
соответственно равны боковым сторонам второй, а основания
второй — боковым сторонам первой?

36. Через центр окружности, вписанной в трапецию, проведена
прямая, параллельная основаниям. Докажите, что отрезок этой
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прямой, заключённый между боковыми сторонами, равен чет-
верти периметра трапеции.

37. В трапеции ABCD (AD — основание) диагональ AC равна
сумме оснований, а угол между диагоналями равен 60◦. Дока-
жите, что трапеция равнобедренная.

38. Даны две параллельные прямые `1 и `2. С помощью одной
линейки разделите пополам данный отрезок AB, лежащий на
`1.

39. Дана трапеция ABCD с основаниями AD и BC, в которой
AB = BD. Пусть M — середина стороны DC. Докажите, что
∠MBC = ∠BCA.

40. В трапеции ABCD AB = BC = CD, а CH — высота. Дока-
жите, что перпендикуляр, опущенный из H на AC, проходит
через середину BD.
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1.5 Описанный четырехугольник

Определение 1.5.1. Многоугольник называется описанным око-
ло окружности, если все его стороны касаются этой окружности.
Эта окружность называется вписанной в многоугольник.

Теорема 1.5.1. Многоугольник является описанным тогда и
только тогда, когда биссектрисы всех его внутренних углов пе-
ресекаются в одной точке.

Указанная точка, если она существует, будет центром окружно-
сти, вписанной в многоугольник.
Приведём несколько критериев того, что четырёхугольник явля-
ется описанным.

Теорема 1.5.2. Для того, чтобы че-
тырёхугольник был описанным, необхо-
димо и достаточно, чтобы суммы его
противоположных сторон были равны.

Этот критерий обычно включён в базо-
вый школьный курс планиметрии. От-
метим, что необходимость сразу следу-
ет из равенства отрезков касательных
к окружности из данной точки.
Следующий критерий уже не так широко известен, но также ча-
сто оказывается полезен.

Теорема 1.5.3. Пусть продолжения противоположных сторон
четырёхугольника ABCD пересекаются в точках E и F (см.
рисунок).
Для того, чтобы четырёхугольник ABCD был
описанным, необходимо и достаточно, чтобы
выполнялось одно из равенств:

1. DE +BF = DF +BE;

2. AE + AF = CE + CF .
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Задачи
1. Четырёхугольник ABCD описан около окружности с центром

O. Докажите, что ∠AOB + ∠COD = 180◦.
2. Докажите, что если существует окружность, касающаяся всех

сторон выпуклого четырёхугольника ABCD, и окружность,
касающаяся продолжений всех его сторон, то диагонали тако-
го четырёхугольника перпендикулярны.

3. Окружность высекает на сторонах четырёхугольника равные
хорды. Докажите, что в этот четырёхугольник можно вписать
окружность.

4. Окружность с центром I вписана в четырёхугольник ABCD.
Лучи BA и CD пересекаются в точке P , а лучи AD и BC
пересекаются в точке Q. Известно, что точка P лежит на опи-
санной окружности ω треугольникаAIC. Докажите, что точка
Q тоже лежит на окружности ω.

5. К двум окружностям различного радиуса проведены общие
внешние касательные AB и CD. Докажите, что четырёхуголь-
ник ABCD — описанный тогда и только тогда, когда окруж-
ности касаются.

6. Дан описанный четырёхугольник. Точки касания его вписан-
ной окружности со сторонами последовательно соединены от-
резками. В получившиеся треугольники вписаны окружности.
Докажите, что диагонали четырёхугольника с вершинами в
центрах этих окружностей взаимно перпендикулярны.

7. Диагонали выпуклого четырёхугольника делят его на четыре
подобных треугольника. Докажите, что в него можно вписать
окружность.

8. Четырёхугольник ABCD описан около окружности с центром
I. Точки M и N — середины сторон AB и CD. Известно, что
IM : AB = IN : CD. Докажите, что ABCD — трапеция или
параллелограмм.

9. Четырёхугольник ABCD таков, что в него можно вписать и



Описанный четырехугольник 38

около него можно описать окружности. Разность сторон AD
и BC равна разности сторон AB и CD. Докажите, что диаго-
наль AC — диаметр описанной окружности.

10. Четыре окружности с радиусами r1, r2, r3 и r4 расположены
так, что их центры являются вершинами A1, A2, A3, A4 прямо-
угольника A1A2A3A4 соответственно. Оказалось, что r1 + r3 =
= r2 + r4 < d, где d — диагональ прямоугольника. Проводятся
две пары внешних касательных к окружностям с номерами
1, 3 и 2, 4. Докажите, что в четырёхугольник, образованный
этими четырьмя прямыми, можно вписать окружность.

11. Докажите, что проекции точки пересечения диагоналей впи-
санного четырёхугольника на его стороны являются вершина-
ми описанного четырёхугольника, если только они не попада-
ют на продолжения сторон.

12. На сторонах AB, BC и CA треугольника ABC взяты соот-
ветственно точки C1, A1 и B1 так, что прямые AA1, BB1 и
CC1 пересекаются в точке M . Рассмотрим четырёхугольники
MA1CB1, MB1AC1 и MC1BA1. Докажите, что если два из
этих четырёхугольников являются описанными, то и третий
также является описанным.

13. Внутри выпуклого четырёхугольникаABCD расположены че-
тыре окружности, каждая из которых касается двух соседних
сторон четырёхугольника и двух других окружностей (внеш-
ним образом). Известно, что в четырёхугольник можно впи-
сать окружность. Докажите, что по крайней мере две из дан-
ных окружностей равны.

14. Рассматривается выпуклый восьмиугольник. С помощью диа-
гонали от него можно отрезать четырёхугольник, причём это
можно сделать восемью способами. Может ли случиться, что
среди этих восьми четырёхугольников имеется:

четыре;i.

пять таких, в которые можно вписать окружность?ii.
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15. Четырёхугольник ABCD с попарно непараллельными сторо-
нами описан около окружности с центром I. Докажите, что
точка I совпадает с точкой пересечения средних линий четы-
рёхугольника ABCD тогда и только тогда, когда IA · IC =
= IB · ID.

16. На каждой стороне четырёхугольника
ABCD взято по две точки, и они соеди-
нены так, как показано на рисунке. Дока-
жите, что если все пять заштрихованных
четырёхугольников — описанные, то и в
четырёхугольник ABCD можно вписать окружность.

17. Назовём эллипсом геометрическое место точек M плоскости,
сумма расстояний от которых до двух данных точек F1 и F2

постоянна, то есть MF1 + MF2 = 2a, где a — константа, для
которой справедливо неравенство 2a > F1F2. Пусть точки A и
C лежат на эллипсе, отрезки AF2 и CF1 пересекаются в точке
B, а прямые AF1 и CF2 — в точке D. Докажите, что четырёх-
угольник ABCD — описанный.

18. Дан выпуклый четырёхугольник ABCD, а также биссектрисы
`A, `B, `C и `D внешних углов этого четырёхугольника. Пря-
мые `A и `B пересекаются в точке K, прямые `B и `C — в
точке L, прямые `C и `D — в точке M , а прямые `D и `A — в
точке N . Докажите, что если окружности, описанные около
треугольников ABK и CDM , касаются внешним образом, то
и окружности, описанные около треугольников BCL и DAN ,
касаются внешним образом.
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1.6 Вневписанная окружность

Из школьного курса планиметрии известна следующая

Теорема 1.6.1. У произвольного треугольника ABC существу-
ет окружность, касающаяся всех его сторон (вписанная окруж-
ность).

Оказывается, у любого треугольника есть три окружности, об-
ладающие следующим свойством: каждая из них касается одной
из сторон треугольника во внутренней точке и продолжений двух
других его сторон. Каждую из этих окружностей называют внев-
писанной окружностью треугольника.

Теорема 1.6.2. Пусть дан треугольник ABC. Тогда существу-
ет окружность, касающаяся стороны BC и продолжений сто-
рон AB и AC за точки B и C соответственно (окружность,
вневписанная в угол A треугольника ABC).

Доказательство. Проведём биссектрисы внешних углов B и C
данного треугольника. Пусть они пересекаются в точке IA. Эта
точка равноудалена от прямых AB и BC и от прямых AC и BC.
Поэтому существует окружность с центром в IA, касающаяся сто-
роны BC и продолжений сторон AB и AC. �

Заметим, что точка IA обязана лежать на биссектрисе внутрен-
него угла A треугольника ABC, так как она равноудалена от
прямых AB и AC.
Аналогично получаются ещё две вневписанные окружности (в
углы B и C треугольника).
Отметим также полезную формулу площади треугольника через
полупериметр, сторону и радиус вневписанной окружности, ка-
сающейся этой стороны. Пусть IA — центр вневписанной окруж-
ности ∆ABC, касающейся стороны BC, а rA — её радиус. Тогда
из очевидного соотношения

S∆ABC = S∆ABIA + S∆ACIA − S∆BCIA

несложно получить, что S∆ABC = (p− a) · rA.
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Задачи

1. Дан равнобедренный треугольник ABC с основанием AC. До-
кажите, что конец D отрезка BD, выходящего из вершины
B, параллельного основанию и равного боковой стороне тре-
угольника, является центром вневписанной окружности тре-
угольника.

2. Докажите, что прямая, проходящая через центры вневписан-
ных окружностей треугольника ABC, касающихся сторон AB
и AC, перпендикулярна прямой, проходящей через центр впи-
санной окружности и вершину A.

3. Пусть IA, IB и IC — центры вневписанных окружностей тре-
угольника ABC, касающихся сторон BC, AC и AB соответ-
ственно. Докажите, что точки A, B и C — основания высот
треугольника IAIBIC .

4. Дан параллелограмм ABCD. Вневписанная окружность тре-
угольника ABD касается продолжений сторон AD и AB в точ-
ках M и N . Докажите, что точки пересечения отрезка MN
с BC и CD лежат на вписанной окружности треугольника
BCD.

5. Докажите, что сторона BC треугольника ABC видна из цен-

тра I вписанной окружности под углом 90◦+
1

2
∠A, а из центра

IA вневписанной окружности, касающейся стороны BC, под

углом 90◦ − 1

2
∠A.

6. Угол при вершине A треугольника ABC равен 120◦. Окруж-
ность касается стороны BC и продолжений сторон AB и AC.
Докажите, что расстояние от вершины A до центра окружно-
сти равно периметру треугольника ABC.

7. Пусть вневписанные окружности треугольника, касающиеся
сторон AC и BC, касаются прямой AB в точках P и Q соот-
ветственно. Докажите, что середина стороны AB совпадает с
серединой отрезка PQ.
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8. Вписанная окружность треугольника ABC касается стороны
BC в точке K, а вневписанная — в точке L. Докажите, что
CK = BL = (a+ b− c)/2, где a, b и c — длины сторон соответ-
ственно BC, CA и AB треугольника ABC.

9. Докажите, что для прямоугольного треугольника с кате-
тами a, b и гипотенузой c радиус вписанной окружности
r равен (a+ b− c)/2.

i.

Вычислите радиус вневписанной окружности, касающей-
ся гипотенузы прямоугольного треугольника с катетами
a и b.

ii.

10. Дан прямоугольный ∆AKC с прямым углом A. Вневписанные
окружности, касающиеся катетов AC и AK в точках E и F ,
отсекают на них отрезки AE = 15, AF = 3. Найдите площадь
треугольника ABC.

11. Вневписанная окружность, соответствующая вершине A пря-
моугольного треугольника ABC (∠B = 90◦), касается про-
должений сторон AB и AC в точках A1 и A2 соответственно.
Аналогично определим точки C1 и C2. Докажите, что перпен-
дикуляры, опущенные из точек A, B и C на прямые C1C2,
A1C1 и A1A2 соответственно, пересекаются в одной точке.

12. На одной стороне угла с вершиной O взята точка A, а на дру-
гой — точки B и C, причём точка B лежит между O и C.
Проведена окружность с центром O1, вписанная в ∆OAB, и
вневписанная окружность ∆AOC с центром O2, касающаяся
стороны AC. Докажите, что если O1A = O2A, то ∆ABC —
равнобедренный.

13. Докажите, что отрезок, соединяющий центры вписанной и внев-
писанной окружностей треугольника, делится описанной окруж-
ностью пополам.

14. (Лемма о трезубце или лемма Мансиона): Точка пересечения
L биссектрисы угла A треугольника ABC с описанной окруж-
ностью этого треугольника равноудалена от вершин B, C и
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центров I и IA вписанной и вневписанной окружности это-
го треугольника соответственно (вневписанная окружность с
центром IA касается стороны BC).

15. Вписанная окружность треугольника ABC касается сторон
CA и AB в точках B1 и C1, а вневписанная окружность касает-
ся продолжения этих сторон в точках B2 и C2 соответственно.
Докажите, что середина стороны BC равноудалена от прямых
B1C1 и B2C2.

16. Пусть B1 и C1 — точки касания вписанной окружности со сто-
ронами AC и AB соответственно, а B2 и C2 — точки касания
вневписанной окружности треугольника, вписанной в угол A,
с продолжениями сторон AC и AB соответственно. Докажите,
что ортоцентр H треугольника ABC лежит на B1C1 тогда и
только тогда, когда прямые B2C1 и AB перпендикулярны.

17. С помощью циркуля и линейки проведите через вершину тре-
угольника прямую, делящую периметр треугольника пополам.

18. Пусть IA и IB — центры вневписанных окружностей, касаю-
щихся сторон BC и CA треугольника ABC соответственно, а
P — точка на описанной окружности Ω этого треугольника.
Докажите, что середина отрезка, соединяющего центры опи-
санных окружностей треугольников IACP и IBCP , совпадает
с центром окружности Ω.

19. В треугольнике ABC точки I и IA — центры вписанной и внев-
писанной окружностей, A′ — точка описанной окружности,
диаметрально противоположная A, AA1 — высота. Докажи-
те, что ∠IA′IA = ∠IA1IA.

20. Одна из вневписанных окружностей треугольника ABC каса-
ется стороны AB и продолжений сторон CA и CB в точках C1,
B1 и A1 соответственно. Другая вневписанная окружность ка-
сается стороны AC и продолжений сторон BA и BC в точках
B2, C2 и A2 соответственно. Прямые A1B1 и A2B2 пересекают-
ся в точке P , прямые A1C1 и A2C2 — в точке Q. Докажите,
что точки A, P и Q лежат на одной прямой.
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21. Стороны BC и AC треугольника ABC касаются соответству-
ющих вневписанных окружностей в точках A1 и B1. Пусть A2

и B2 — ортоцентры треугольников CAA1 и CBB1. Докажите,
что прямая A2B2 перпендикулярна биссектрисе угла C.

22. (∗) Пусть A′, B′ и C ′ — точки касания вневписанных окружно-
стей с соответствующими сторонами ∆ABC. Описанные окруж-
ности ∆A′B′C, ∆AB′C ′ и ∆A′BC ′ пересекают второй раз опи-
санную окружность ∆ABC в точках C1, A1 и B1 соответствен-
но. Докажите, что ∆A1B1C1 подобен треугольнику, образован-
ному точками касания вписанной окружности ∆ABC с его
сторонами.
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1.7 Метрические соотношения в треугольнике

Этот раздел посвящен задачам на вычисление расстояний, углов
и прочим геометрическим фактам, связанным с численными со-
отношениями между сторонами и углами треугольников.
Напомним основные теоремы о метрических соотношениях в тре-
угольнике. К ним традиционно относятся включённые в любой
курс планиметрии теоремы синусов и косинусов, а также теоре-
ма Пифагора. Для справки приведём ещё теоремы тангенсов и
котангенсов, а также теорему проекций, доказательство которых
оставляется читателю.
Рассмотрим треугольник ABC, в котором примем обозначения
AB = c, BC = a, CA = b, ∠A = α, ∠B = β, ∠C = γ. Радиусы
вписанной и описанной окружностей этого треугольника обозна-
чим через r и R соответственно.

Теорема 1.7.1. (Теорема синусов): В произвольном треугольни-
ке ABC отношение длины стороны к синусу противолежащего
этой стороне угла есть величина не зависящая от выбора сто-
роны, равная диаметру описанной окружности этого треуголь-
ника:

a

sinα
=

b

sin β
=

c

sin γ
= 2R.

Теорема 1.7.2. (Теорема косинусов): В произвольном треуголь-
нике ABC справедливо соотношение:

c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.

Теорема 1.7.3. (Теорема Пифагора): В прямоугольном треуголь-
нике ABC с прямым углом C справедливо соотношение:

c2 = a2 + b2.

Теорема 1.7.4. (Теорема тангенсов): В произвольном треуголь-
нике ABC справедливо соотношение:

a− b
a+ b

=
tg α−β

2

tg α+β
2

.
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Теорема 1.7.5. (Теорема котангенсов): В произвольном тре-
угольнике ABC отношение разности полупериметра и сторо-
ны к котангенсу половины противолежащего этой стороне угла
есть величина не зависящая от выбора стороны, равная радиусу
вписанной окружности этого треугольника:

p− a
ctg α

2

=
p− b
ctg β

2

=
p− c
ctg γ

2

= r.

Теорема 1.7.6. (Теорема проекций): В произвольном треуголь-
нике ABC справедливо соотношение: c = a cos β + b cosα.

Удобство последнего соотношения состоит в независимости формы за-
писи от того, есть ли среди углов треугольника прямые или тупые.

Теорема 1.7.7. (Тождество параллелограмма): В произвольном
параллелограмме ABCD сумма квадратов сторон равна сумме
квадратов диагоналей:

AB2 +BC2 + CD2 +DA2 = AC2 +BD2.

Теорема 1.7.8. (Формула биссектрисы): Длина la биссектрисы
AA1 треугольника ABC может быть вычислена по формуле:

la =
√
AB · AC − A1B · A1C.

Теорема 1.7.9. (Формула биссектрисы): Длина la биссектрисы
AA1 треугольника ABC может быть вычислена по формуле:

la =
2bc

b+ c
cos

α

2
.

Теорема 1.7.10. (Формула медианы): Длина ma медианы AA1

треугольника ABC может быть вычислена по формуле:

ma =

√
2b2 + 2c2 − a2

4
.
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Хотя первая формула биссектрисы и формула медианы могут быть
доказаны отдельно и независимо друг от друга (к примеру, форму-
ла медианы сразу следует из тождества параллелограмма, если вос-
пользоваться широко известным приёмом «удвоения медианы»), обе
являются следствиями более общей теоремы Стюарта, доказательство
которой мы дадим в качестве примера решения задачи.

Задача 1.7.1. Докажите, что если точка D лежит на стороне
BC треугольника ABC, то

AD2 = AB2 · DC
BC

+ AC2 · BD
BC
−DC ·BD.

Доказательство. Запишем теоремы косинусов для треугольни-
ков ABD и ACD, причём первое равенство домножим на CD, а
второе — на BD:

AB2 · CD = BD2 · CD + AD2 · CD − 2BD · CD · AD · cos∠BDA,

AC2 ·BD = AD2 ·BD + CD2 ·BD + 2AD · CD ·BD · cos∠ADB.

Сложив эти равенства, учитывая соотношение BD + CD = BC,
а также поделив на BC, получаем требуемое равенство. �
Обращаем внимание читателя на следующее обстоятельство: ес-

ли отношения
DC

BC
и
BD

BC
и произведение DC · BD в правой ча-

сти равенства в теореме Стюарта считать отношениями и про-
изведением ориентированных отрезков (т. е., к примеру, считать
первую дробь отрицательной, если

−−→
CD и

−−→
BC направлены в про-

тивоположные стороны, и положительной в противном случае, а

по абсолютной величине в обоих случаях равной
|
−−→
CD|
|
−−→
BC|

), то по-

лученная формула применима и для вычисления длины отрезка,
соединяющего вершину A с точкой D на продолжении стороны
BC.
В заключение отметим специфику задач этого раздела. В их чис-
ле читатель найдёт много конкурсных задач со вступительных
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олимпиад и испытаний в вузы. Часто эти задачи таковы, что по-
сле относительно небольшого применения фактов чисто геомет-
рического характера, не связанных с вычислениями, но упрощаю-
щих дальнейшие расчёты, читателю останется аккуратно исполь-
зовать метрические теоремы и вычислить требуемые величины.
Такие задачи существенно более техничны, чем в большинстве
разделов этой книги, но и владение хорошей техникой — доста-
точно полезный навык.

Задачи

1. В треугольнике ABC со сторонами AB = c, BC = a и CA = b
медиана BB1 перпендикулярна медиане CC1. Докажите, что
b2 + c2 = 5a2.

2. Найдите наименьший радиус окружности, которой можно пол-
ностью покрыть треугольник со сторонами 5, 6, 8.

3. Докажите, что окружность отсекает на прямой, пересекающей
ее диаметр под углом 45◦, отрезки, сумма квадратов которых
не зависит от положения точки пересечения на диаметре.

4. (МФТИ): На гипотенузе AB прямоугольного ∆ABC выбраны
точки K,L так, что AK = KL = LB. Найдите углы треуголь-
ника ABC, если известно, что CK =

√
2CL.

5. Докажите, что точки пересечения биссектрис углов парал-
лелограмма, отличного от ромба, являются вершинами пря-
моугольника. Найдите площадь этого прямоугольника, если
AB = a, BC = b, ∠BAD = α.

6. Найдите площадь треугольника ABC, если известна площадь
Sm треугольника, составленного из медиан ∆ABC.
Почему из медиан треугольника вообще можно составить
другой треугольник?

7. В треугольнике ABC, площадь которого равна S, точка M —
середина стороны BC, точка N на продолжении стороны AB
за точку A и точка K на продолжении стороны AC за точку C
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выбраны так, что AN =
1

2
AB, CK =

1

2
AC. Найдите площадь

треугольника MNK.
8. Пусть правильный треугольник ABC вписан в окружность, а

точка M лежит на этой окружности. Докажите, что один из
трёх отрезков MA, MB, MC равен сумме двух других.

9. Через середину M стороны BC треугольника ABC провели
прямую, которая пересекает прямые AB и AC в точках P и Q
соответственно. Докажите, что если AP = AQ, то BP = CQ.

10. Высота, опущенная на гипотенузу прямоугольного треуголь-
ника, разделила его на два подобных треугольника с радиу-
сами вписанной окружности r1 и r2. Вычислите длину этой
высоты.

11. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AA1 и
на ней, как на диаметре, построена окружность ω. Пусть X
и Y — точки пересечения ω со сторонами AB и AC. Вырази-
те длину отрезка XY через площадь S треугольника ABC и
радиус его описанной окружности R.

12. (МФТИ): Дана трапеция ABCD с основаниями BC и AD, в
которой BC < AD и ∠ABC = 90◦. Точка M — середина AB.
Известно, что окружность радиуса 4 проходит через точки C

и D и касается стороны AB в точке M , а cos∠MDC =
2
√

2

3
.

Найдите длины отрезков CD, AB, а также площадь трапеции.

13. (МФТИ): В треугольнике ABC угол A равен π − arcsin
8

17
, а

длина стороны BC равна 8. На продолжении CB за точку B
взята точка D так, что BD = 1. Найдите радиус окружности,
проходящей через вершину A, касающейся прямой BC в точке
D и окружности, описанной около треугольника ABC.

14. (МФТИ): Медиана AM и биссектриса CD прямоугольного
треугольника ABC (∠B = 90◦) пересекаются в точке O. Най-
дите площадь треугольника ABC, если CO = 9, OD = 5.

15. (МФТИ): В треугольнике ABC стороны AB и BC равны, дли-
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на стороны AC равна 30, угол ABC равен arccos

(
−161

289

)
.

Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник ABC,
и расстояние от точки пересечения медиан до точки пересече-
ния высот треугольника ABC.

16. (МФТИ): Через середину гипотенузы AC прямоугольного тре-
угольника ABC проведена прямая, пересекающая катет BC в
точке D, а продолжение катета AB за точку A — в точке E.
Найдите площадь треугольника ABC, если CD = 1, AE = 2,

∠CAB = arccos
3

5
.

17. (МФТИ): В углы A и B треугольника ABC вписаны соот-
ветственно окружности равного радиуса с центрами O1 и O2,
точка O — центр окружности, вписанной в треугольник ABC.
Данные окружности касаются стороны AB в точках K1, K2,
K соответственно, при этом AK1 = 4, BK2 = 6, AB = 16.

Найдите длину отрезка AK.i.

Пусть окружность с центром O1 касается AC в точке K3.
Найдите угол CAB, если известно, что O1 — центр окруж-
ности, описанной около ∆OK1K3.

ii.

18. Две окружности ω и Ω одинакового ради-
уса R пересекаются и расположены так,
что центр одной окружности находится
вне другой. Обозначим центр окружности
ω через O1, а окружности Ω через O2.
Пусть B — одна из двух точек пересечения
окружностей. Оказалось, что прямая O1B
пересекает вторично Ω в точке C такой,
что O2C перпендикулярна O1O2. Найдите
угол между окружностями.

19. Дан отрезок длины 2 с концами A и B. Строятся две ду-
ги окружностей радиусами 2 с центрами на концах отрезка.
Пусть эти дуги пересеклись в точке C. Рассмотрим фигуру, об-
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разованную отрезком AB и двумя дугами AC и BC. Назовем
её «полукруглый треугольник». Найдите радиус окружности,
вписанной в полукруглый треугольник.

20. (Региональный этап Всероссийской олимпиады): В неравно-
бедренном остроугольном треугольнике ABC точки C0 и B0 —
середины сторон AB и AC соответственно, O — центр описан-
ной окружности, H — ортоцентр. Прямые BH и OC0 пересека-
ются в точке P , а прямые CH и OB0 — в точке Q. Оказалось,
что четырехугольник OPHQ — ромб. Докажите, что точки A,
P , Q лежат на одной прямой.

21. (Формула Эйлера): Докажите, что расстояние между центра-
ми вписанной и описанной окружностей выражается через их
радиусы формулой OI2 = R2 − 2Rr.

22. В остроугольном треугольнике ABC отмечен центр O описан-
ной окружности. Прямая AO пересекает сторону BC в точке
D, а точки E и F лежат на прямых AB и AC соответственно
таким образом, что точки A, E, D и F лежат на одной окруж-
ности. Докажите, что длина проекции отрезка EF на прямую
BC не зависит от того, как были выбраны E и F .

23. (Теорема Карно): В точках A1, B1, C1, лежащих на сторонах
∆ABC или на их продолжениях, восстановлены перпендику-
ляры к этим сторонам. Докажите, что они пересекаются в од-
ной точке тогда и только тогда, когда C1A

2 + A1B
2 + B1C

2 =
C1B

2A1C
2B1A

2.
24. Из теоремы Карно получите, что:

высоты треугольника пересекаются в одной точке;i.

серединные перпендикуляры треугольника пересекаются
в одной точке.

ii.

25. Внутри треугольника ABC взята точка P , из которой опу-
щены перпендикуляры PX, PY и PZ на стороны BC, CA и
AB соответственно. На отрезках AZ, ZB, BX, XC, CY и Y A
во внешнюю для ∆ABC сторону построены шесть квадратов.
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Пронумеруем их по часовой стрелке от 1 до 6. Возьмём пря-
мые, параллельные сторонам треугольника, но не содержащие
эти стороны, и проходящие через стороны квадратов 1, 3 и 5.
Эти прямые пересекаются в вершинах треугольника A1B1C1,
подобного ∆ABC. Докажите, что треугольник A2B2C2, по-
строенный аналогичным образом с помощью квадратов 2, 4
и 6, равен треугольнику A1B1C1.

26. На отрезке AB отмечена точ-
ка C, а затем в одной полу-
плоскости относительно пря-
мой AB проведены полу-
окружности α, β и γ с диа-
метрами AB, AC и CB соот-
ветственно. Такая фигура
называется арбелосом. Пусть CD — общая касательная окруж-
ностей β и γ, а точка D лежит на α (см. рисунок). Докажите,
что две окружности, вписанные в части арбелоса, на которые
его разбил отрезок CD, равны.
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1.8 Применение тригонометрии

В этом разделе собраны задачи, в которых использование три-
гонометрических тождеств и вычислений с тригонометрически-
ми функциями оправданно. В части задач само условие диктует
необходимость использования тригонометрии, а в части — это ни-
как заранее не предполагается, но помогает получить решение от-
носительно эффективно. Специфика этого раздела в повышенной
техничности задач: от читателя требуется умение проводить вы-
числения, доказывать различные соотношения или исследовать
функции. При этом не нужно забывать и о геометрии: если от
части выкладок можно отказаться из геометрических соображе-
ний — это всегда следует делать. Отметим, что в конкурсных
задачах по планиметрии на различных вступительных испытани-
ях в вузы и выпускных экзаменах часто предполагается умение
участника решать в том числе и достаточно технические задачи.

Мы не будем приводить полных списков формул тригонометрии,
считая их известными читателю. Во многих задачах требуется
составить тригонометрическое уравнение на некоторый неизвест-
ный угол, решить его, а затем осуществить отбор решений с тем,
чтобы исключить значения, по тем или иным причинам не под-
ходящие для рассматриваемой конфигурации. Приведём пример
такого подхода к задаче.

Задача 1.8.1. (МФТИ): В прямоуголь-
ном треугольнике ABC из точки E,
расположенной в середине BC, опущен
перпендикуляр EL на гипотенузу AB.
Найдите углы треугольника ABC, ес-
ли AE =

√
10EL, а BC > AC.

Решение. Пусть EL = x, а ∠ABC = α.
Тогда AE =

√
10x, CE = BE =

x

sinα
.

По теореме Пифагора из ∆EAL нахо-
дим AL = 3x, а из прямоугольного
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треугольника BEL с углом α находим BL = x ctgα. Тогда катет
AC равен (3x + x ctgα) sinα = x(3 sinα + cosα). Теперь угол α
можно найти из ∆AEC по теореме Пифагора:

10 = (3 sinα + cosα)2 +
1

sin2 α
.

Уравнение равносильно 10 = 9 sin2 α+cos2 α+3 sin 2α+(1+ctg2 α)
или 8 cos2 α = 3 sin 2α + ctg2 α. Сводя всё к двойному углу, пере-
пишем уравнение в виде

4 + 4 cos 2α = 3 sin 2α +
1 + cos 2α

1− cos 2α
.

Выразим все тригонометрические функции через tgα:

4 + 4
1− tg2 α

1 + tg2 α
= 3

2 tgα

1 + tg2 α
+

1 + tg2 α + 1− tg2 α

1 + tg2 α− 1 + tg2 α
.

Вводя замену tgα = t, получим уравнение

4 + 4
1− t2

1 + t2
− 6t

1 + t2
− 1

t2
= 0 ⇔ 6t3 − 7t2 + 1 = 0.

В последнем уравнении сум-
ма коэффициентов равна ну-
лю, поэтому t = 1 является
корнем. Поделив многочлен
на (t − 1) и решив получаю-
щееся квадратное уравнение,
находим оставшиеся два кор-
ня: t = −1/3 и t = 1/2. От-
рицательное значение следу-
ет отбросить, поскольку t
представляет тангенс острого угла. Корни tgα = 1 и tgα = 1/2
подходят. �
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Задачи
1. Пусть точка D лежит на стороне BC треугольника ABC. До-

кажите, что
DB

DC
=
AB

AC
· sin∠DAB

sin∠DAC
.

2. Докажите, что площадь треугольника может быть вычислена
по формуле S = p(p−a) tg

α

2
, где p — полупериметр, а α — угол

против стороны a.
3. Вписанная окружность касается стороны BC треугольника

ABC в точке K. Докажите, что площадь треугольника рав-
на BK ·KC · ctg

α

2
.

4. В прямоугольнике ABCD сторона AD = 1, а AB = 3. Точки E
и F делят CD на три равные части. Найдите сумму ∠DEA+
+ ∠DFA+ ∠DCA.

5. Докажите, что если синусы всех трёх углов треугольника
рациональны, то и косинусы всех трёх его углов рациональны.

i.

Верно ли, что если все три косинуса углов треугольника
рациональны, то синусы этих углов также рациональны?

ii.

6. Вычислите sin 18◦, построив равнобедренный треугольник с
углом в 72◦ и проведя биссектрису одного из углов так, чтобы
она отсекла от него треугольник, подобный исходному.

7. В равнобедренный треугольник ABC с вершиной B и боко-
вой стороной, равной AB = CB = a, вписан правильный пя-
тиугольник DEFGH так, что сторона EF лежит на отрезке
AB, сторона GH на отрезке BC, а D — середина AC. Найдите
длину стороны пятиугольника.

8. Докажите, что в треугольнике с углами α, β и γ, а также
радиусами вписанной и описанной окружностей r и R соот-

ветственно, имеет место соотношение: r = 4R sin
α

2
sin

β

2
sin

γ

2
.

9. Докажите, что в треугольнике с углами α, β и γ, а также ради-
усами вписанной и описанной окружностей r иR соответствен-
но, имеет место соотношение: cosα + cos β + cos γ = 1 + r/R.
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10. (Теорема синусов для вписанного пятиугольника): Докажите,
что если пятиугольник ABCDE с углами ∠A = α, ∠B = β,
∠C = γ, ∠D = δ и ∠E = ε вписан в окружность радиуса R, то

AB

sin(γ + ε)
=

BC

sin(δ + α)
=

CD

sin(ε+ β)
=

=
DE

sin(α + γ)
=

EA

sin(β + δ)
= −2R.

11. Вписанная окружность треугольника ABC и его средняя ли-
ния, параллельная стороне BC, касаются, а центр описанной
окружности лежит на вписанной окружности. Найдите угол
при вершине A этого треугольника.

12. (МФТИ): В треугольнике ABC на сторонах AB и AC располо-
жены точки D и E соответственно так, что CD — биссектриса
треугольника ABC, DE — биссектриса треугольника ACD,
EC = ED = 4/9, BC = 1. Найдите CD и площадь треуголь-
ника ABC.

13. (МФТИ): В равнобедренный треугольник ABC (AB = BC)
вписана окружность с центром O. Касательная к окружности
пересекает стороны BC и CA треугольника в точках M и N
соответственно. Найдите радиус окружности, если ∠MNC =
= 2∠NMC, OM =

√
10, ON = 15/4.

14. (МФТИ): В треугольнике ABC точкаD лежит на стороне AC,
а точка E — на отрезке AD. Известно, что углы ABE, DBE,
CBD равны, а длина отрезкаDE вдвое меньше длины отрезка
AE и втрое меньше длины отрезка CD. Найдите углы ABE и
ACB.

15. (МФТИ): В треугольнике ABC проведена биссектриса AD.
Центр окружности, проходящей через точки A, B и D, лежит
на отрезке AC. Известно, что BD = 4, DC = 5. Найдите ра-
диус окружности.

16. Докажите тождество: sin 3α = 4 sinα sin(60◦ + α) sin(60◦ − α).
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17. (Теорема Морлея): Трисектри-
сами угла назовём два луча,
делящие этот угол на три рав-
ных. Докажите, что трисек-
трисы внутренних углов тре-
угольника пересекаются в вер-
шинах равностороннего тре-
угольника.

18. Каждая из трёх равных окружностей лежит внутри ∆ABC
и касается ровно двух его сторон, причём все три окружно-
сти имеют одну общую точку. Выразите радиусы этих окруж-
ностей через радиусы вписанной и описанной окружностей
∆ABC, равные r и R.

19. (Теорема Чевы в тригонометрической форме): Пусть на сто-
ронах AB, BC и AC треугольника ABC отмечены точки C1,
A1 и B1 соответственно. Пусть AA1 образует со сторонами AB
и AC углы α1 и α2, а углы β1, β2, γ1, γ2 определены анало-
гично. Докажите, что прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в

одной точке тогда и только тогда, когда
sinα1

sinα2

sin β1

sin β2

sin γ1

sin γ2

= 1.

В разделе 3.2 о теоремах Чевы и Менелая информация о теоре-
ме Чевы (включая формулировки) будет существенно расширена.
В этой задаче предполагается использование «базовой школьной»
версии теоремы Чевы — без отношений направленных отрезков и
для точки пересечения прямых внутри треугольника.

20. На сторонах остроугольного треугольника ABC вне его по-
строены правильные треугольники BCA1, CAB1 и ABC1. До-
кажите, что прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точ-
ке.
Эта конструкция рассматривается также в разделе о геометриче-
ских экстремумах — точка пересечения AA1, BB1 и CC1 называ-
ется точкой Ферма или точкой Торричелли ∆ABC.

21. (Региональный этап Всероссийской олимпиады по матема-
тике): Дан прямоугольный треугольник ABC с прямым уг-
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лом C. Пусть BK — биссектриса этого треугольника. Окруж-
ность, описанная около треугольника AKB, пересекает вто-
рично сторону BC в точке L. Докажите, что CB +CL = AB.

22. На диагонали BD квадрата ABCD выбрана точка E. Прямая
CE пересекает серединный перпендикуляр к отрезкам AB и
CD в точке F . Углы AEB и AFB оказались равны. Найдите
угол ECD.

23. (Олимпиада Ломоносов, заочный тур): В равнобедренном тре-
угольнике ABC проведена биссектриса BO. Найти ∠AOB, ес-
ли BC = BO + AO.

24. В треугольнике ABC AP — биссектриса ∠BAC, а BQ — бис-
сектриса ∠ABC, где точки P и Q лежат на сторонах BC и
AC соответственно. Известно, что AB + BP = AQ + QB, а
∠BAC = 60◦. Найдите углы треугольника ABC.

25. (Задача о бабочке в четырёхугольнике): В выпуклом четырёх-
угольнике PRQS диагонали перпендикулярны и пересекаются
в точке O. Прямая, проходящая через O, пересекает стороны
PR и QS в точках A и B соответственно, а другая прямая,
также проходящая через O, пересекает PS и QR в точках D и
C соответственно. Обозначим X = AD ∩ PQ и Y = CB ∩ PQ.
Докажите, что если OP = OQ, то OX = OY .

26. (Теорема Птолемея в тригонометрической форме): Докажи-
те, что четыре точки A, B, C и D лежат на одной окружности
если и только если

DA · sin∠BDC +DB · sin∠CDA+DC · sin∠ADB = 0.

В этой формулировке углы понимаются как ориентирован-
ные: ∠BDC = −∠CDB, т. е. знак зависит от направления
поворота от луча DB к лучу DC вокруг D.

27. В остроугольном треугольнике ABC точка D выбрана на от-
резке BC, а затем из неё на стороны AB и AC соответственно
опущены перпендикуляры DP и DQ. Докажите, что длина от-
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резка PQ наименьшая в том случае, когда D есть основание
высоты из вершины A.

28. Во вписанном четырёхугольнике ABCD отмечена точка пе-
ресечения диагоналей E. Продолжения сторон AD и BC за
точки A и B пересекаются в точке G. Пусть G — такая точка,
что ECGD — параллелограмм, а точка H симметрична E от-
носительно AD. Докажите, что точки D, H, F и G лежат на
одной окружности.

29. Пусть точка P лежит внутри равностороннего треугольника
ABC, причём ∠BPC = α, ∠CPA = β, ∠APB = γ. Докажите,
что

PA

sin(α− 60◦)
=

PB

sin(β − 60◦)
=

PC

sin(γ − 60◦)
.

30. (∗) (Болгария): На сторонах AB, BC и CA треугольника ABC
во внешнюю сторону построены правильныйm-угольник, пра-
вильный n-угольник и квадрат. Центры квадрата и двух пра-
вильных многоугольников являются вершинами правильного
треугольника. Докажите, что m = n = 6, а также найдите
углы треугольника ABC.
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1.9 Площадь

Пусть M — множество всех многоугольников (для простоты —
выпуклых). Мы будем писать, что m — многоугольник, так: m ∈
M . Рассмотрим функцию S с областью определения M , кото-
рая каждому многоугольнику из M сопоставляет некоторое ве-
щественное число. Разумеется, таких функций существует очень
много, но нам нужна такая, чтобы для неё были выполнены сле-
дующие утверждения:

A1. ∀m ∈M значение S(m) > 0 (положительность).

A2. ∀m1, m2 ∈ M из m1 = m2 следует S(m1) = S(m2) (инвари-
антность относительно движений).

A3. ∀m1, m2 и m ∈ M : если m = m1 ∪m2 и intm1 ∩ intm2 = ∅,
то S(m) = S(m1) + S(m2) (аддитивность).

A4. Если K квадрат со стороной 1, то S(K) = 1 (нормировка).

Напомним, что обозначения ∀, ∪, ∩ и ∅ поясняются во введении
к книге. Под intm мы будем понимать внутренность многоуголь-
ника m (все точки многоугольника без его границы).

Определение 1.9.1. Площадь — это функция, определённая на
множестве M , удовлетворяющая условиям A1-A4, то есть поло-
жительная, инвариантная относительно движений, аддитивная и
нормированная.

Отметим, что единица длины зафиксирована раз и навсегда.
Мы дали так называемое аксиоматическое определение площади.
При таком способе определения объект задаётся перечислением
его свойств (аксиомами), которые не доказываются. Ниже мы бу-
дем называть утверждения A1-A4 аксиомами площади. Догово-
римся ещё называть значения нашей функции на многоугольнике
m площадью этого многоугольника.
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Очень важно, что данное определение площади корректно в сле-
дующем смысле: функция наM , удовлетворяющая аксиомам A1-
A4, существует и единственна. Заметим, что утверждения акси-
омы A3 по индукции легко обобщается на любое конечное число
многоугольников.
Мы не будем строить здесь полную теорию площади, а оста-
новимся лишь на наиболее тонких местах. Кроме того, приве-
дём список формул, по которым вычисляется площадь некоторых
многоугольников.
С достаточно раннего возраста школьнику известно, что площадь
прямоугольника равна произведению длин двух его смежных сто-
рон (их часто называют измерениями или основанием и высотой,
при этом всё равно, какую из упомянутых сторон считать осно-
ванием, а какую высотой). Соответствующую теорему довольно
трудно доказать, оставаясь в рамках школьного курса и не при-
бегая к понятиям «стремиться», «можно сделать сколь угодно
малым» и тому подобным.
Приведём доказательство, в котором эти понятия не используют-
ся вовсе. При формулировке будем пользоваться наглядно оче-
видными обозначениями.
Теорема 1.9.1. Площадь прямоугольника с основаниями a и b
равна ab.
Лемма 1. Для двух прямоугольников m1 с основаниями a и b и

m2 с основаниями a и c их площади относятся как
S(m1)

S(m2)
=
b

c
.

Доказательство леммы. Если b = c, то утверждение следует из
A2. Будем считать, что c > b (иначе просто изменим обозначе-
ния). Расположим прямоугольники так:
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Будем рассуждать от противного. Пусть
∣∣∣∣S(m1)

S(m2)
− b

c

∣∣∣∣ = x > 0.

Разделим сторону c на n >
1

x
равных частей. Пусть на стороне b

уместилось ровно m «отрезочков деления», а (m+ 1) — уже нет.
Это значит, что

m

n
6
b

c
<
m

n
+

1

n
. (1)

Проведём через точки деления прямые, параллельные a. Тогда
«большой» прямоугольник разобьется на n равных «прямоуголь-
ничков деления», причем ровно m из них будут целиком лежать
в «малом» прямоугольнике, а (m + 1) — уже нет. Используя ак-
сиомы A1, A2, A3 получаем, что

m

n
6
S(m1)

S(m2)
<
m

n
+

1

n
. (2)

Из неравенств (1) и (2) следует, что 0 <

∣∣∣∣S(m1)

S(m2)
− b
c

∣∣∣∣ 6 1

n
. То есть

0 < x 6
1

n
, n 6

1

x
. Получили противоречие с тем, что мы брали

n >
1

x
.

Замечание. Из неравенств (1) и (2) нужное нам неравенство по-
лучается отнюдь не вычитанием неравенств одинакового знака.
Напомним, что неравенства, вообще говоря, вычитать друг из
друга нельзя — эта операция может привести к неверному нера-
венству.
Дело в том, что (1) и (2) означают, что на отрезке числовой пря-

мой длины
1

n
находятся два числа

S(m1)

S(m2)
и
b

c
, расстояние между

которыми (модуль их разности) не может быть больше длины
этого отрезка.
Доказательство теоремы. Пользуясь леммой, сравним площади
таких прямоугольников:
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A4.

, :,

Получаем
S

S1

=
b

1
и
S1

1
=
a

1
, откуда S = ab. �

Остальные формулы хорошо известны из школьного курса. Вы-
пишем их, приводя иногда в скобках факты, необходимые для
доказательства.
1. Площадь параллелограмма со стороной a и высотой h к этой
стороне: S = ah.
2. Площадь треугольника:

а) S∆ =
1

2
ah, где a — сторона, h — высота, проведённая к ней.

б) S∆ =
1

2
bc sin∠A, где b и c — стороны, ∠A — угол между

ними.

Ниже обозначения сторон и углов треугольника стандартные: a,
b и c — стороны, ∠A, ∠B, ∠C — углы, лежащие напротив этих
сторон.

в) S∆ =
1

2
a2 sin∠B sin∠C

sin∠A
(используется теорема синусов).

г) S∆ = 2R2 sin∠A sin∠B sin∠C (используется теорема сину-
сов).

д) S∆ = pr, где p =
a+ b+ c

2
— полупериметр, а r — радиус

вписанной окружности.

Эта формула обобщается на случай любого описанного мно-
гоугольника.
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е) S∆ =
abc

4R
(используется теорема синусов).

ж) (Формула Герона): S∆ =
√
p(p− a)(p− b)(p− c).

3. Площадь трапеции: S =
a+ b

2
·h (a и b — основания трапеции,

а h — высота).
4. Площадь выпуклого четырёхугольника с диагоналями d1 и d2

и углом ϕ между ними: S =
1

2
d1d2 sinϕ.

Теорема 1.9.2. Отношение площадей подобных многоугольни-
ков равно квадрату коэффициента подобия.

При решении задач часто используются следующие утверждения

(которые вытекают из формулы S∆ =
1

2
ah):

1. Если у треугольников равны основания и высоты, прове-
дённые к ним, то площади треугольников равны.

2. Медиана треугольника делит его площадь пополам.

В формулировках задач встречается термин «равновеликие фи-
гуры», который означает, что эти фигуры имеют равные площа-
ди.
Среди многих из следующих задач читатель найдёт такие, в ко-
торых площадь не упоминается вовсе. Но решаются они с помо-
щью площади — такой подход называется «метод вспомогатель-
ной площади».

Задачи
1. ABCD и BEFG — параллелограммы, вершина G лежит на

отрезке AD, а вершина C — на отрезке EF . Докажите, что
площади параллелограммов равны.



65 Площадь

2. Трапеция разбита диагоналями на четыре треугольника. До-
кажите, что треугольники, прилежащие к боковым сторонам,
равновелики.

3. Диагонали выпуклого четырёхугольника разбивают его на че-
тыре треугольника, площади которых равны S1, S2, S3 и S4

(площади перечислены в порядке обхода по часовой стрелке).
Докажите, что S1S3 = S2S4.

4. Диагонали трапеции ABCD пересекаются в точке M , а AB
и CD — её основания. Пусть S1 — площадь ∆ABM , S2 —
площадь ∆CDM , а S — площадь трапеции. Докажите, что√
S =
√
S1 +

√
S2.

5. Через точку внутри квадрата проведены пря-
мые, параллельные его сторонам и диагоналям
(см. рисунок). Части, на которые квадрат ока-
зался разрезанным, через одну заштрихованы.
Докажите, что площадь заштрихованных ча-
стей равна половине площади квадрата.

6. В выпуклом четырехугольнике отме-
тили середины сторон и соединили
их с вершинами так, как показано
на рисунке. Докажите, что площадь
заштрихованного четырехугольника
равна сумме площадей заштрихован-
ных треугольников.

7. Квадрат разрезан горизонтальными пря-
мыми на несколько полосок так, что сум-
ма ширин четных полосок равна сумме
ширин нечетных полосок. Докажите, то
часть площади четных полосок, располо-
женная выше диагонали квадрата, равна
части площади нечетных полосок, расположенной ниже диа-
гонали.

8. Докажите, что медианы разбивают треугольник на шесть рав-
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новеликих треугольников.
9. Сторону AB треугольника ABC продолжили за вершину B и

выбрали на луче AB точку A1 так, что точка B — середина
отрезка AA1. Сторону BC продолжили за вершину C и отме-
тили на продолжении точку B1 так, что C — середина BB1.
Аналогично продолжили сторону CA за вершину A и отме-
тили на продолжении точку C1 так, что A — середина CC1.
Найдите площадь ∆A1B1C1, если площадь ∆ABC равна 1.

10. Докажите, что площадь правильного восьмиугольника равна
произведению длин наибольшей и наименьшей диагоналей.

11. Докажите, что если какую-либо точку внутри параллелограм-
ма соединить со всеми его вершинами, то сумма площадей
двух противолежащих треугольников равна сумме площадей
двух других.

12. На стороне AC треугольника ABC взята точка E. Через точку
E проведена прямая DE параллельно стороне BC и прямая
EF параллельно стороне AB (D и F — точки на сторонах
треугольника). Докажите, что SBDEF = 2

√
S∆ADE · S∆EFC .

13. Квадрат разбит на пять прямоугольников так, что
четыре угла квадрата являются углами четырёх
прямоугольников, площади которых равны меж-
ду собой, а пятый прямоугольник не имеет общих
точек со сторонами квадрата. Докажите, что этот
пятый прямоугольник есть квадрат.

14. Дан выпуклый четырёхугольникABCD. Середины сторонAB
и CD обозначим соответственно через K и M , точку пересе-
чения AM и DK — через O, точку пересечения BM и CK —
через P . Докажите, что площадь четырёхугольника MOKP
равна сумме площадей треугольников BPC и AOD.

15. Две прямые делят каждую из двух противоположных сторон
выпуклого четырёхугольника на три равные части. Докажи-
те, что между этими прямыми заключена треть площади че-
тырёхугольника.
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16. Точки M и N принадлежат соответственно сторонам AB и
AC треугольника ABC или их продолжениям. Докажите, что
S∆AMN

S∆ABC

=
AM

AB
· AN
AC

.

17. Докажите, что сумма расстояний от точки, взятой произволь-
но внутри правильного треугольника, до его сторон постоянна
(и равна высоте треугольника).

18. Точка O, лежащая внутри правильного шестиугольника, со-
единена с вершинами. Возникшие при этом шесть треуголь-
ников раскрашены попеременно в красный и синий цвета. До-
кажите, что сумма площадей красных треугольников равна
сумме площадей синих.

19. Существует ли треугольник с высотами, равными 1, 2 и 3?
20. Из середины каждой стороны остроугольного треугольника

опущены перпендикуляры на две другие стороны. Докажите,
что площадь ограниченного ими шестиугольника равна поло-
вине площади исходного треугольника.

21. Две высоты треугольника равны 10 и 6. Докажите, что третья
высота меньше 15.

22. Три окружности одного и того же радиуса R пересекаются
под прямыми углами. Найдите площадь криволинейного тре-
угольника, общую для всех кругов.

23. В равнобедренной трапеции ABCD с основаниями AD и BC
проведена высота CH (точка H попала на отрезок AD). Пло-
щади трапеции и треугольника CHD равны соответственно
S1 и S2. Точка M делит сторону CD в отношении 1 : 2 от
вершины C. Найдите площадь треугольника AMB.

24. Медианы AA1 и CC1 треугольника ABC пересекаются в точ-
ке M . Докажите, что если четырёхугольник A1BC1M описан-
ный, то AB = BC.

25. Отрезок, соединяющий середины двух противоположных сто-
рон выпуклого четырехугольника, разделил площадь четы-
рехугольника пополам. Докажите, что стороны, на которых
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были выбраны середины, параллельны.
26. Каждая сторона выпуклого четырёх-

угольника разделена на 8 равных ча-
стей. Соответствующие точки деле-
ния на противоположных сторонах
соединены друг с другом, затем
полученные клетки раскрашены в шахматном порядке. Дока-
жите, что сумма площадей чёрных клеток равна сумме пло-
щадей белых клеток.

27. Каждая сторона треугольника разделена на три равные ча-
сти. Точки деления служат вершинами двух треугольников,
пересечение которых — шестиугольник. Найдите площадь ше-
стиугольника, если площадь данного треугольника равна S.

28. На боковых сторонах AB и CD трапеции ABCD взяты точки
M и N так, что отрезок MN параллелен основаниям и делит
площадь трапеции пополам. Найдите длину MN , если BC =
= a, AD = b.

29. O — точка пересечения диагоналей трапеции ABCD. Прямая,
проходящая через C и точку, симметричную B относительно
O, пересекает основание AD в точкеK. Докажите, что SAOK =
= SAOB + SDOK .

30. В выпуклом четырёхугольнике ABCD лучи AB и DC пересе-
каются в точке K. На биссектрисе угла AKD нашлась такая
точка P , что прямые BP и CP делят пополам отрезки AC и
BD соответственно. Докажите, что AB = CD.

31. Докажите, что всякий треугольник площади 1 можно накрыть
равнобедренным треугольником площади менее

√
2.

32. Перпендикуляры, опущенные из внутренней точки равносто-
роннего треугольника на его стороны, и отрезки, соединяющие
эту точку с вершинами, разбивают треугольник на шесть пря-
моугольных треугольников. Докажите, что сумма площадей
трёх из них, взятых через один, равна сумме площадей трёх
остальных.
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33. Внутри квадрата ABCD лежит квадрат
PQRS. Отрезки AP , BQ, CR и DS не пе-
ресекают друг друга и стороны квадрата
PQRS (на рисунке приведён один из воз-
можных вариантов расположения точек та-
ким образом). Докажите, что сумма площа-
дей четырёхугольников ABQP и CDSR
равна сумме площадей четырёхугольников BCRQ и DAPS.

34. Рассматривается произвольный многоугольник (не обязатель-
но выпуклый). Всегда ли найдётся хорда многоугольника, ко-
торая делит его на две равновеликие части?

35. Верно ли, что любые два прямоугольника равной площади
можно расположить на плоскости так, что любая горизонталь-
ная прямая, пересекающая один из них, будет пересекать и
второй, причём по отрезку той же длины?

36. (∗) Верно ли, что любые два треугольника равной площади
можно расположить на плоскости так, что любая горизонталь-
ная прямая, пересекающая один из них, будет пересекать и
второй, причём по отрезку той же длины?

37. Докажите, что прямая делит периметр и площадь треуголь-
ника в равных отношениях тогда и только тогда, когда она
проходит через центр вписанной окружности треугольника.

38. На бумаге «в клеточку» нарисован выпуклый многоугольник
M так, что все его вершины находятся в вершинах клеток и ни
одна из его сторон не идёт по вертикали или горизонтали. До-
кажите, что сумма длин вертикальных отрезков линий сетки,
заключённых внутри M , равна сумме длин горизонтальных
отрезков линий сетки внутри M .

39. Каждую вершину выпуклого четырёхугольника площади S
отразили симметрично относительно диагонали, не содержа-
щей эту вершину. Обозначим площадь получившегося четы-

рёхугольника через S ′. Докажите, что
S ′

S
< 3.
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40. Два квадрата расположены так, как по-
казано на рисунке. Докажите, что пло-
щади заштрихованных четырёхуголь-
ников равны.
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1.10 Метрические соотношения в четырехуголь-
нике

Этот раздел является логическим продолжением разделов 1.7 и
1.8. К нему отнесены основные теоремы о метрических соотно-
шениях в четырёхугольнике, а также задачи, в которых помогает
применение этих соотношений. Будем в этом разделе обозначать
a, b, c, d — длины сторон четырёхугольника, а e, f — длины его
диагоналей.

Теорема 1.10.1. (Теорема косинусов для четырёхугольника): В
произвольном четырёхугольнике ABCD с углом ϕ между век-
торами

−→
AB и

−−→
CD справедливо соотношение:

AD2 = AB2 +BC2 + CD2 − 2AB ·BC · cos∠B−

−2BC · CD · cos∠C + 2AB · CD · cosϕ.

Теорема 1.10.2. (Соотношение Бретшнейдера): В произволь-
ном четырёхугольнике ABCD выполнено соотношение

(AC ·BD)2 = (AB · CD)2 + (BC · AD)2−

−2AB ·BC · CD ·DA · cos(∠A+ ∠C).

Наиболее простым является следующий факт:

Теорема 1.10.3. (Формула площади четырёхугольника): Дока-
жите, что площадь S четырёхугольника ABCD равна половине
произведения длин диагоналей на синус угла между ними.

Последняя формула справедлива в том числе и для невыпуклого
четырёхугольника.

Теорема 1.10.4. (Формула площади четырёхугольника): Дока-
жите, что для площади S выпуклого четырёхугольника ABCD
справедлива формула (p — полупериметр):

S2 = (p− a)(p− b)(p− c)(p− d)− abcd · cos2 ∠A+ ∠C
2

.
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Задачи
1. Докажите теорему 1.10.1.
2. Докажите теорему 1.10.2.
3. (Неравенство Птолемея): Докажите, что для всякого четы-

рёхугольника ABCD справедливо неравенство AC ·BD 6 AB ·
CD + BC · AD, причём если ABCD — вписанный четырёх-
угольник, то достигается равенство (в таком случае говорят о
теореме Птолемея).

4. Докажите, что в любом вписанном четырёхугольнике ABCD
справедливо соотношение

AC

BD
=
AB · AD + CB · CD
BA ·BC +DA ·DC

.

5. Докажите теорему Стюарта: если точка D лежит на стороне
AC треугольника ABC, в котором AB = a, BC = b, AD = d,
DC = c, то длина BD может быть найдена из соотношения

(c+ d)BD2 = ca2 + db2 − cd(c+ d).

6. В выпуклом четырехугольнике со сторонами a = 60, b = 52,
c = 25, d = 39 (стороны перечислены в порядке обхода по
периметру) и диагоналями e = 63, f = 56 найдите косинус
угла между диагоналями.

7. Докажите теорему 1.10.3: площадь четырёхугольника равна
половине произведения длин диагоналей на синус угла между
ними.

8. Докажите, что если диагонали четырёхугольника не перпен-
дикулярны, а угол между ними равен ϕ, то площадь этого
четырёхугольника может быть вычислена по формуле

|a2 + c2 − b2 − d2|
4

· tgϕ.
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9. (Теорема Эйлера): Докажите, что квадрат расстояния меж-
ду серединами диагоналей AC и BD произвольного четырёх-
угольника может быть вычислен по формуле

d2 =
1

4
(AB2 +BC2 + CD2 +DA2 − AC2 −BD2).

10. Докажите, что если в четырёхугольнике сумма квадратов сто-
рон равна сумме квадратов диагоналей, то этот четырёхуголь-
ник — параллелограмм.

11. В выпуклом четырёхугольнике ABCD сумма квадратов длин
всех сторон и обеих диагоналей равна m. Докажите, что его
площадь не превосходит m/8.

12. Докажите теорему 1.10.4.
13. Докажите, что если четырёхугольник описанный, то его пло-

щадь может быть найдена по формуле S =
√
abcd·sin ∠A+ ∠C

2
.

14. Докажите, что если четырёхугольник и вписанный и описан-
ный одновременно, то его площадь может быть вычислена по
формуле S =

√
abcd.

15. Докажите, что соотношение e2+f 2 = a2+c2+2bd есть критерий
параллельности сторон BC и AD четырёхугольника ABCD.

16. Докажите, что для площади S четырехугольника ABCD со
сторонами AB = a, BC = b, CD = c, DA = d выполнено

неравенство S 6
1

2
(ac+ bd).

17. На стороне BC треугольника ABC вне его построен правиль-
ный треугольник BCD. Докажите, что

AD2 =
1

2
(a2 + b2 + c2) + 2

√
3S,

где S — площадь треугольника ABC.
18. Дан вписанный четырёхугольник, острый угол между диаго-

налями которого равен ϕ. Докажите, что острый угол меж-
ду диагоналями любого другого четырёхугольника с теми же
длинами сторон (идущими в том же порядке) меньше ϕ.



Метрические соотношения в четырехугольнике 74

19. (Московская Математическая Олимпиада) В треугольнике
ABC сторона BC равна полусумме двух других сторон. До-
кажите, что биссектриса угла A перпендикулярна отрезку, со-
единяющему центры вписанной и описанной окружностей тре-
угольника.

20. Докажите, что если четырёхугольник ABCD вписан в окруж-
ность радиуса R и описан около окружности радиуса r, то:

R2

r2
=

1

sin∠A · sin∠B
+

1

sin2∠A · sin2∠B
;i.

(Формула Фусса):
1

r2
=

1

(R− x)2
+

1

(R + x)2
, где x — рас-

стояние между центрами окружностей.

ii.
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1.11 Степень точки

Из подобия треугольников легко получить следующие два широ-
ко известных утверждения (объединённых в этом разделе в одну
теорему), входящих в любой курс планиметрии:

Теорема 1.11.1. Пусть хорды A1B1 и A2B2 или их продолжения
пересекаются в точке P . Тогда имеет место равенство произ-
ведений A1P · PB1 = A2P · PB2.

Если ввести радиус окружности R и расстояние от точки P до
центра окружности d, то можно показать (см. задачу 1), что в
случае, когда P лежит внутри окружности, A1P ·PB1 = R2− d2,
а если P лежит вне, то A1P · PB1 = d2 − R2. Эти формулы ещё
раз подчеркивают уже отмеченный в теореме факт: произведение
таких отрезков зависит лишь от расстояния от точки P до центра
окружности, но не от выбора конкретной хорды или секущей,
проходящей через эту точку. Заметим также, что произведение
отрезков секущих PA1 ·PB1 равно квадрату отрезка касательной
из точки P к окружности.
Приведённые факты обосновывают целесообразность введение сле-
дующего определения:

Определение 1.11.1. Степень точки P относительно окружно-
сти ω(O,R) — это число powω P = d2 −R2, где d = OP .

Степень точки P положительна, если P лежит вне круга с грани-
цей ω, равна нулю для точек на окружности и отрицательна для
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точек внутри окружности. Для точки P вне круга с границей ω
степень относительно ω также равна PA2, где A — точка касания
ω с прямой, проходящей через P .
Имеют место следующие замечательные факты, доказательство
которых также отнесено к задачам:

Теорема 1.11.2. (о радикальной оси): Геометрическое место
точек, степени которых относительно двух данных неконцен-
трических окружностей равны, есть прямая, перпендикулярная
линии центров этих окружностей.

Определение 1.11.2. Эта прямая называется радикальной осью
двух окружностей.

Теорема 1.11.3. (о радикальном центре): Попарные радикаль-
ные оси трёх окружностей, центры которых не лежат на од-
ной прямой, пересекаются в одной точке.

Задачи
1. Приведите обоснование формул для произведения отрезков

хорд и отрезков секущих:

Пусть AB — хорда окружности радиуса R, P — точка этой
хорде, O — центр окружности. Докажите, что AP · PB =
= R2 −OP 2.

i.

Пусть AB — хорда окружности радиуса R, P — точка вне
окружности, лежащая на прямой AB, O — центр окруж-
ности. Докажите, что AP · PB = OP 2 −R2.

ii.

2. Две окружности ω и Ω пересекаются в точках A и B, а на от-
резке AB выбрана точка P . Пусть EF и GH — хорды ω и Ω
соответственно, проходящие через P . Докажите, что четырех-
угольник EGFH — вписанный.
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3. Докажите, что геометрическое место точек, для которых сте-
пени относительно двух заданных неконцентрических окруж-
ностей одинаковы, есть прямая, перпендикулярная линии цен-
тров.

4. Докажите, что для двух окружностей, пересекающихся в точ-
ках A и B, радикальной осью будет прямая AB. В качестве
предельного случая рассмотрите также случай касания окруж-
ностей в точке A.

5. Две окружности пересекаются в точках A и B, а точка M
лежит на прямой AB. Докажите, что отрезки касательных из
точки M к этим двум окружностям равны.

6. Две окружности пересекаются в точках A и B, CD — их общая
касательная (C и D — точки касания). Докажите, что прямая
AB делит отрезок CD пополам.

7. Две окружности касаются внешним образом в точке A, а BC —
их общая касательная, не проходящая через A. Докажите, что
треугольник ABC прямоугольный.

8. Докажите, что если центры трёх окружностей не лежат на
одной прямой, то их попарные радикальные оси пересекаются
в одной точке.

9. На плоскости даны три попарно пересекающиеся окружности.
Через точки пересечения каждых двух из них проведена пря-
мая. Докажите, что эти три прямые пересекаются в одной точ-
ке или параллельны.

10. Постройте радикальную ось двух заданных непересекающихся
окружностей S1 и S2.

11. Докажите, что у любого треугольника есть точка, равноуда-
лённая от его вершин, используя радикальные оси.
Подсказка: точка может быть рассмотрена как окружность ну-
левого радиуса.

12. Даны две непересекающиеся окружности ω и Ω и 4 общих ка-
сательных: AB, CD, MN , KL (точки A, C, K, M — точки



Степень точки 78

касания, лежащие на ω, а остальные — точки касания на Ω).
Пусть X и Y — середины двух из этих отрезков (AB, CD,
MN , KL). Докажите, что прямая XY также проходит и че-
рез середины оставшихся двух отрезков.

13. Дана окружность S с диаметром AB и центром O, а также
точка C на этой окружности (отличная от A и B). Из точки
C опустили перпендикуляр CH на AB, после чего построи-
ли окружность S1 с центром в C радиусом CH. Докажите,
что прямая, проведённая через точки X и Y пересечения этих
окружностей, делит CH пополам.

14. Две окружности ω и Ω вписаны в угол. Пусть ω касается сто-
рон угла в точках A и B, а Ω соответственно в точках C и
D (точки A и C лежат на одной стороне угла, а B и D на
другой). Докажите, что окружности отсекают на прямой AD
равные хорды.

15. На стороне BC треугольника ABC взята точка A′. Середин-
ный перпендикуляр к отрезку A′B пересекает сторону AB в
точке M , а серединный перпендикуляр к отрезку A′C пересе-
кает сторону AC в точке N . Докажите, что точка, симметрич-
ная точке A′ относительно прямой MN , лежит на описанной
окружности треугольника ABC.

16. В шестиугольнике ABCDEF углы A и C прямые, а также
имеют место равенства AB = BC, CD = DE, EF = FA.
Докажите, что FD ⊥ BE.

17. У вписанного четырехугольникаABCD нет параллельных сто-
рон. Пусть S1 и S2 — окружности с хордами AB и CD, каса-
ющиеся друг друга в точке X. Докажите, что всевозможные
такие точки X лежат на одной окружности.

18. Углы ∠A и ∠C в четырехугольнике ABCD — прямые. Окруж-
ности построены на сторонах AB и CD как на диаметрах и
пересекаются в точках X и Y . Докажите, что середина диаго-
нали AC четырёхугольника лежит на прямой XY .

19. Через центр описанной окружности треугольника ABC про-
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ведены прямые, перпендикулярные AC и BC. Эти прямые пе-
ресекают прямую, содержащую высоту CH треугольника, в
точках P и Q соответственно. Даны длины отрезков CP = x
и CQ = y. Докажите, что радиус описанной окружности тре-
угольника ABC равен √xy.

20. (США): В остроугольном треугольнике ABC на сторонах AB
и AC как на диаметрах построены окружности ω1 и ω2 соот-
ветственно. Окружность ω1 пересекается с прямой, содержа-
щей высоту CC1, в точках M и N , а ω2 пересекается с пря-
мой, содержащей высоту BB1, точках Q и P . Докажите, что
MQNP — вписанный четырёхугольник.

21. (США): Даны две окружности ω1 и ω2, пересекающиеся в точ-
ках X и Y . Прямая l1 проходит через центр ω1 и пересекает ω2

в точках P и Q. Прямая l2 проходит через центр ω2 и пересека-
ет ω1 в точках R и S. Докажите, что если PQRS — вписанный
четырехугольник, то центр его описанной окружности лежит
на прямой XY .

22. Пусть ABCD — неравнобедренная трапеция с основаниями
AB и CD. Окружность проходит через A и B и пересекает
боковые стороны трапеции в точках P и Q, а диагонали — в
точках M и N . Докажите, что прямые PQ, MN , CD пересе-
каются в одной точке.

23. (Всероссийская олимпиада): Треугольник ABC имеет пери-
метр 4. Точки X и Y лежат на лучах AB и AC соответствен-
но, AX = AY = 1. Отрезки BC и XY пересекаются в точке
M . Докажите, что периметр одного из треугольников ABM и
ACM равен 2.

24. В остроугольном треугольнике ABC проведены высоты AA1,
BB1 и CC1, а также отмечен ортоцентр H. Докажите, что
H есть радикальный центр двух троек окружностей: первые
три описаны вокруг четырехугольников AB1HC1, BC1HA1 и
CA1HB1, а вторые три — вокруг BC1B1C, AC1A1C, BA1B1A.

25. В остроугольном треугольнике ABC проведены высоты AA1,
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BB1, CC1 и отмечен ортоцентр H. Докажите, что AH ·HA1 =
= BH ·HB1 = CH ·HC1.

26. Дан такой выпуклый четырехугольник ABCD, что AB = BC
и AD = DC. Точки K, L и M — середины отрезков AB, CD и
AC соответственно. Перпендикуляр, проведённый из точки A
к прямой BC, пересекается с перпендикуляром, проведённым
из точки C к прямой AD, в точке H. Докажите, что прямые
KL и HM перпендикулярны.

27. (Международная олимпиада): A, B, C,D — четыре различные
точки на прямой в указанном порядке. Окружности с диамет-
рами AC и BD пересекаются в точках X и Y . Прямая XY
пересекает BC в Z. Пусть P — точка на отрезке XY , отлич-
ная от Z. Прямая CP пересекает окружность с диаметром AC
в точках C и M , а прямая BP пересекает окружность с диа-
метром BD в точках B и N . Докажите, что AM , DN , XY
пересекаются в одной точке.

28. (Международная олимпиада): Пусть H — ортоцентр остро-
угольного треугольника ABC, а окружность ΓA с центром в
серединеMA отрезка BC проходит через H. Аналогично опре-
делены окружности ΓB и ΓC . Окружность ΓA пересекает сто-
рону BC в точках A1 и A2. Аналогично определены точки B1,
B2, C1, C2. Докажите, что все шесть точек A1, A2, B1, B2, C1,
C2 лежат на одной окружности.

29. Прямая, параллельная стороне BC треугольника ABC, пере-
секает стороны AB и AC в точках P иQ соответственно. Внут-
ри треугольника APQ взята точка M . Отрезки MB и MC пе-
ресекают отрезок PQ в точках E и F соответственно. Пусть
N — вторая точка пересечения описанных окружностей ω1 и
ω2 треугольников PMF и QME. Докажите, что точки A, M
и N лежат на одной прямой.

30. (Теорема Брианшона): Докажите, что диагонали AD, BE и
CF описанного шестиугольника ABCDEF пересекаются в од-
ной точке.
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31. В угол вписаны две окружности ω и Ω. Прямая l пересекает
стороны угла в точках A и F , окружность ω в точках B и C,
окружность Ω в точках D и E (порядок точек на прямой — A,
B, C, D, E, F ). Пусть BC = DE. Докажите, что AB = EF .

32. На медианах треугольника как на диаметрах построены три
окружности. Известно, что они попарно пересекаются. Пусть
C1 — более удалённая от вершины C точка пересечения окруж-
ностей, построенных на медианах AM1 и BM2. Точки A1 и B1

определяются аналогично. Докажите, что прямые AA1, BB1

и CC1 пересекаются в одной точке.
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Глава 2

Геометрические преобразования
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2.1 Движения

Движения — это простейшие (но при этом достаточно важные)
виды преобразований плоскости. Под преобразованиями плоско-
сти мы будем понимать произвольные отображения f из плоско-
сти на себя, т. е. законы (правила, функции), по которым каждой
точке плоскости P сопоставляется некоторая точка плоскости P ′.
При этом будем писать f(P ) = P ′ или P f7−→ P ′ (последняя запись
читается как «точка P переходит в точку P ′ под действием отоб-
ражения f»).

Определение 2.1.1. Преобразование f плоскости называется
движением, если оно сохраняет расстояния, т. е. для всякой па-
ры точек A и B длина отрезка между ними равна длине отрезка
между точками f(A) и f(B).

Если точки A и B совпадают, то длину отрезка между ними мы,
конечно, считаем равной нулю.

Определение 2.1.2. Пусть f и g — преобразования плоскости.
Композиция преобразований f ◦ g — это преобразование, пред-
ставляющее собой последовательное применение сначала преоб-
разования g, а затем к результату преобразования f .

Композиция зависит от порядка: f ◦g не обязательно совпадает с
g◦f . Ясно, что композиция движений также является движением.

Определение 2.1.3. Тождественным преобразованием плоско-
сти будем называть преобразование, сопоставляющее каждой точ-
ке её же саму. Обозначим это преобразование id (от слова identity).

Ясно, что для всякого преобразования f композиции f ◦ id и id ◦f
равны между собой и совпадают с f .

Определение 2.1.4. Преобразование g называется обратным к
преобразованию f , если g ◦ f = f ◦ g = id.
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Не всякое преобразование плоскости имеет обратное. Ясно, одна-
ко, что обратное преобразование к любому движению существует
и также является движением. Перейдём к конкретным примерам.

1. Центральная симметрия

Определение 2.1.5. Центральная симметрия относительно точ-
ки A — это преобразование ZA, переводящее точку X в такую X ′,
что
−−→
AX ′ = −

−−→
AX.

Центральная симметрия является движением. Это отображение
является обратным к самому себе: композиция двух центральных
симметрий относительно одной и той же точки есть тождествен-
ное преобразование.

2. Осевая симметрия

Определение 2.1.6. Осевая симметрия относительно прямой
` — это преобразование S`, переводящее точку X в такую X ′,
что ` является серединным перпендикуляром к XX ′.

Осевая симметрия есть движение, причём вновь это отображе-
ние — обратное отображение для самого себя.

3. Поворот

Определение 2.1.7. Поворот на угол α относительно точки A —
это преобразование Rα

A, переводящее точку X в такую точку X ′,
что угол ∠XAX ′ = |α|. Если α > 0, то поворот осуществляется
против часовой стрелки, иначе — по часовой.

Поворот также является движением. Отметим дополнительно ряд
интересных свойств. Композиция двух поворотов относительно
одной и той же точки есть поворот на суммарный (с учётом зна-
ка) угол: Rα

A · R
β
A = Rα+β

A . Обратное к повороту преобразование
(Rα

A)−1 есть поворот R−αA . Вместе эти два свойства обосновывают
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удобство записи угла в верхнем индексе. Поворот на развёрну-
тый угол совпадает с центральной симметрией, а при поворотах
на углы больше 360◦ можно отбросить часть угла, кратную 360◦,
поскольку R360◦·k

A = id при целых k.

4. Параллельный перенос

Определение 2.1.8. Параллельный перенос на вектор
−→
AB — это

преобразование T−→
AB

, переводящее точку X в такую точку X ′, что
−−→
XX ′ =

−→
AB.

Очевидно, что и параллельный перенос также является движени-
ем. Обратное преобразование к параллельному переносу на век-
тор
−→
AB есть параллельный перенос на вектор

−→
BA.

Наконец, рассмотрим эти преобразования в действии — разберём
несколько задач.

Задача 2.1.1. Докажите, что компо-
зиция двух осевых симметрий с непа-
раллельными осями есть поворот во-
круг точки пересечения этих осей. Вы-
числите угол этого поворота, если
угол между осями равен α.

Решение.Пусть точкаX отражается от-
носительно прямой AB, а затем образ
отражается относительно прямойAC. Несложно видеть, чтоAX =
= AX ′′ и ∠XAX ′′ = 2∠BAC = 2α. �

Задача 2.1.2. Внутри квадрата
ABCD взята такая точка P , что
AP = 1, BP = 2, CP = 3. Найдите
∠APB.

Решение. Сделаем поворот R90◦
B .
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Треугольник BPP ′ равнобедренный и прямоугольный, откуда
PP ′ = 2

√
2. Тогда в треугольнике APP ′ сумма квадратов PP ′ и

AP равна AP ′2, поэтому ∠BPA = ∠BPP ′+∠P ′PA = 45◦+90◦ =
135◦. �

Задача 2.1.3. На сторонах BC,
CA и AB треугольника ABC
отмечены середины A1, B1 и
C1. Пусть IAIBIC и OAOBOC —
треугольники, c вершинами в
центрах вписанных и описанных
окружностей соответственно
треугольников AB1C1, A1BC1

и A1B1C. Докажите, что эти треугольники равны.
Решение. Перенос на вектор

−−→
AC1 переводит центры вписанной

и описанной окружностей треугольника AB1C1 в центры вписан-
ной и описанной окружностей треугольника A1BC1 соответствен-
но. Поэтому векторы

−−→
IAIB и

−−−−→
OAOB равны. Аналогично получаем−−→

IBIC =
−−−−→
OBOC и

−−→
ICIA =

−−−→
OCOA. Значит, треугольники IAIBIC и

OAOBOC равны. �

Задачи
1. В окружность вписаны два правильных треугольника: ABC

и A1B1C1. Пусть A2 — точка пересечения BC и B1C1, B2 —
точка пересечения CA и C1A1, C2 — точка пересечения AB и
A1B1. Докажите, что треугольник A2B2C2 — правильный.

2. Точки A, B и C лежат на прямой в указанном порядке. Точки
A1 и C1 лежат по одну сторону от прямой AC, причем ∆AA1B
и ∆CC1B — подобные и равнобедренные с основаниями AA1

и CC1. Точки E и F — середины A1C и AC1. Докажите, что
треугольник EFB подобен ∆A1AB и ∆CC1B.

3. ABCD и DEFG — два одинаково ориентированных квадрата,
внутренние области которых не имеют общих точек, а границы
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пересекаются только по точкеD. Найдите угол между прямой,
содержащей медиану DM треугольника ADG, и прямой CE.
Замечание. Под ориентацией квадрата подразумевается на-
правление обхода его вершин (по направлению движения ча-
совой стрелки или против него).

4. В равнобедренном прямоугольном треугольнике провели ме-
диану к катету, а затем из вершины прямого угла опустили
перпендикуляр на эту медиану. Найдите, в каком отношении
продолжение перпендикуляра делит гипотенузу треугольника.

5. На плоскости дана прямая a и точка O, не лежащая на этой
прямой. Зафиксируем точку A на прямой a. Пусть a′ — образ
a при повороте относительно O, A′ — образ точки A при этом
преобразовании, а X = a∩a′. Докажите, что четырёхугольник
AOA′X — вписанный.

6. Центр описанной окружности O треугольника ABC отразили
симметрично относительно его сторон. Пусть образы точки O
при симметрии относительно сторон BC, CA и AB — точки
A1, B1, C1 соответственно. Докажите, что ∆ABC = ∆A1B1C1.

7. Противоположные вершины параллелограммаABCD принад-
лежат прямым, содержащим противоположные стороны дру-
гого параллелограммаMNPQ. Докажите, что эти параллело-
граммы имеют общий центр.

8. Через каждую из двух противоположных вершин параллело-
грамма проведены перпендикуляры к прямым, содержащим
его стороны, не проходящие соответственно через эти верши-
ны. Докажите, что основания этих перпендикуляров — верши-
ны прямоугольника.

9. На гипотенузе прямоугольного треугольника вне его построен
квадрат. Найдите расстояние от вершины прямого угла тре-
угольника до центра квадрата, если сумма длин катетов тре-
угольника равна a.

10. Внутри квадрата ABCD взята точка P , а затем из вершин
A, B, C и D проведены перпендикуляры к прямым BP , CP ,
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DP и AP соответственно. Докажите, что эти перпендикуляры
проходят через одну точку.

11. На сторонах AB, BC, CD и DA квадрата ABCD взяты точки
W , X, Y , Z соответственно так, что AW + AZ + CX + CY
составляет половину периметра квадрата. Докажите, что WY
и XZ перпендикулярны.

12. Точки K и L — середины сторон AB и BC правильного ше-
стиугольника ABCDEF (выпуклого шестиугольника, у кото-
рого все стороны равны между собой и все углы равны меж-
ду собой). Отрезки KD и LE пересекаются в точке M . Пло-
щадь треугольника DEM равна 12. Найдите площадь четы-
рёхугольника KBLM .

13. В треугольнике ABC отмечен ортоцентр H. Докажите, что
радиусы описанных окружностей треугольников ABC, ABH,
AHC, HBC равны.
Указание.Отразите ортоцентр относительно стороны треуголь-
ника и покажите, что образ лежит на описанной окружности
треугольника. Разберите случаи остроугольного, прямоуголь-
ного и тупоугольного треугольников.

14. В равнобедренном прямоугольном треугольнике ABC с пря-
мым углом C сначала на стороне BC отметили точку D, а
затем на гипотенузе выбрали точку E так, что AD ⊥ CE. За-
тем на AB отметили еще одну точку F такую, что BE = EF ,
причем E лежит между F и B. Докажите, что если через F
провести прямую l, параллельную прямойm = CE, то прямые
l и m отсекут на AC отрезок, равный CD.

15. В выпуклом четырёхугольнике ABCD отметили середины E
и F сторон AB и CD. Оказалось, что длина EF равна полу-
сумме длин отрезков BC и AD. Докажите, что этот четырёх-
угольник имеет пару параллельных сторон.

16. На сторонах параллелограмма ABCD во внешнюю сторону
построены четыре квадрата с центрами P , Q, R, S. Докажите,
что PQRS — квадрат.
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17. В треугольнике ABC сторона AB больше стороны AC. Бис-
сектриса внешнего угла при вершине A этого треугольника
вторично пересекает описанную окружность ∆ABC в точке
E. Пусть F — основание перпендикуляра, опущенного из точ-
ки E на прямую AB. Докажите, что 2AF = AB − AC.

18. Точка Торричелли (точка Ферма): На сторонах остроугольно-
го треугольника ABC во внешнюю сторону построены равно-
сторонние треугольники ABC1, BCA1, CAB1. Докажите, что:

Длины отрезков AA1, BB1, CC1 равны, а угол между лю-
быми двумя из них равен 60◦.

i.

Три окружности, описанные около построенных равно-
сторонних треугольников, пересекаются в одной точке T .

ii.

Прямые AA1, BB1 и CC1 также пересекаются в точке T .iii.

Все стороны треугольника ABC видны из точки T под
равными углами.

iv.

Точка T является той точкой плоскости, для которой сум-
ма расстояний до вершин треугольника ABC принимает
наименьшее значение.

v.

К последнему пункту можно вернуться после работы с раз-
делом об экстремальных задачах в геометрии, здесь он приве-
дён для полноты картины. Дополнительные сведения о той
же конструкции приведены в разделе 2.2 о гомотетии (тео-
рема Наполеона), а также в задаче 13 раздела 6.1.

19. Все точки плоскости раскрасили в два цвета. Докажите, что
существует прямоугольный треугольник с острым углом 30◦,
все три вершины которого имеют один и тот же цвет.

20. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность. Через сере-
дины E, F , G, H сторон DA, AB, BC и CD соответственно
провели перпендикуляры к противоположным сторонам четы-
рёхугольника. Докажите, что они пересекаются в одной точке.
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2.2 Гомотетия

Определение 2.2.1. Пусть A — точка на плоскости, k 6= 0 —
число. Преобразование Hk

A плоскости, переводящее точку B в B′

такую, что
−−→
AB′ = k

−→
AB, называется гомотетией с центром в точке

A и коэффициентом k.

Ясно, что точка A неподвижна под действием преобразования
Hk
A, а само преобразование имеет обратное: таким является гомо-

тетия H
1/k
A . Гомотетию с отрицательным коэффициентом k < 0

можно рассматривать как композицию гомотетии с коэффициен-
том |k| и центральной симметрии относительно точки A.

При решении задач полезными оказываются следующие свойства
гомотетии:

1. Гомотетия переводит прямую в прямую, параллельную ис-
ходной. Прямую, проходящую через центр гомотетии, она
переводит саму в себя.

2. Гомотетия переводит угол в равный ему угол.

3. Гомотетия изменяет в |k| раз любые расстояния (а не только
расстояния вдоль лучей из центра гомотетии).

4. Гомотетия изменяет в k2 раз площади любых фигур.

5. Гомотетия переводит окружность в окружность.

Третье свойство следует из того, что для двух точек B′ = Hk
A(B)

и C ′ = Hk
A(C) выполнено соотношение

−−→
B′C ′ =

−−→
AC ′ −

−−→
AB′ =

= k
(−→
AC −

−→
AB
)

= k
−−→
BC.

Гомотетия позволяет определить понятие подобных фигур на плос-
кости. Напомним, что нами было дано определение подобных фи-
гур лишь для треугольников.
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Определение 2.2.2. Пусть S и S ′ — два множества точек на
плоскости. Будем говорить, что S и S ′ подобны, если существует
гомотетия H и движение F такие, что композиция этих преоб-
разований (в каком-либо порядке) переводит одно множество в
другое.

Введём также понятие поворотной гомотетии.

Определение 2.2.3. Поворотной гомотетией называется компо-
зиция гомотетии относительно точки A и поворота относительно
этой же точки.

Оказывается, что результат поворотной гомотетии не зависит от
порядка, в котором проводились гомотетия и поворот.
Рассмотрим примеры применения гомотетии при решении задач.

Задача 2.2.1. Диагонали выпуклого четырёхугольника ABCD
пересекаются в точке O. Докажите, что точки пересечения
медиан треугольников OAB, OBC, OCD и ODA образуют па-
раллелограмм.

Решение. Рассмотрим гомотетию c центром в точке O и коэффи-
циентом k = 3/2. Тогда точки пересечения медиан треугольников
OAB, OBC, OCD и ODA перейдут в середины сторон AB, BC,
CD и DA соответственно, поскольку точка пересечения медиан
делит медианы в отношении 2 : 1, считая от вершин. Это означа-
ет, что рассматриваемый в задаче четырёхугольник гомотетичен
параллелограмму Вариньона четырёхугольника ABCD, т. е. он
сам есть параллелограмм. �

Задача 2.2.2. (Всероссийская олимпиада, окружной этап): Точ-
ка D на стороне BC треугольника ABC такова, что радиусы
вписанных окружностей треугольников ABD и ACD равны. До-
кажите, что радиусы окружностей, вневписанных в треуголь-
ники ABD и ACD, касающихся соответственно отрезков BD
и CD, также равны.
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Решение. Пусть вторая общая внешняя касательная к вписанным
окружностям треугольников ABD и ACD пересекает отрезки AB
и AC в точках B1 и C1 соответственно. Поскольку радиусы эти
окружностей равны, то BC ‖ B1C1. Это означает, что при гомо-
тетии с центром в точке A и коэффициентом k = BC/B1C1 тре-
угольник AB1C1 перейдёт в треугольник ABC. При этом вписан-
ные окружности треугольников ABD и ACD перейдут во вневпи-
санные, поскольку они касаются отрезка B1C1, который перейдёт
в отрезок BC. Поскольку до применения гомотетии радиусы этих
окружностей совпадают, то и после её применения их радиусы
будут совпадать, что и требовалось. �

Задачи
1. В трапеции ABCD (AD ‖ BC) O — точка пересечения диаго-

налей. Докажите, что описанные окружности ∆ADO и ∆BCO
касаются.

2. Найдите множество середин всех отрезков, один конец кото-
рых находится в данной точке, а другой — на данной окруж-
ности.

3. Впишите с помощью циркуля и линейки в данный остроуголь-
ный треугольник ABC квадрат так, чтобы одна его сторона
лежала на стороне BC, а две другие вершины — на сторонах
треугольника.

4. Даны две окружности, касающиеся внешним образом, а также
две параллельные касательные — одна к первой окружности и
одна ко второй (касательные не являются общими, а точки ка-
сания находятся по разные стороны от прямой, соединяющей
центры окружностей). Докажите, что точки касания окруж-
ностей друг с другом, а также с этими двумя касательными,
лежат на одной прямой.

5. (Лемма Архимеда): Две окружности касаются внутренним об-
разом в точке A. Хорда MN большей окружности касается
меньшей окружности в точке P . Докажите, что AP есть бис-
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сектриса угла MAN .

6. Сформулируйте и докажите аналогичное предыдущей зада-
че утверждение для двух окружностей, касающихся внешним
образом, а также для прямой, содержащей хорду одной из
окружностей и касающейся второй окружности.

7. Найдите площадь четырехугольника с вершинами в точках,
симметричных данной точке относительно середин сторон дан-
ного четырехугольника с площадью S.

8. В треугольник ABC вписана окружность, аMN — её диаметр,
ортогональный AC (точка N лежит на стороне AC). Пусть
прямая BM пересекает AC в точке L. Докажите, что AN =
= CL.

9. Три окружности равного радиуса имеют общую точку X и
лежат внутри заданного треугольника. Каждая окружность
касается пары сторон треугольника. Докажите, что центр впи-
санной окружности и центр описанной окружности треуголь-
ника лежат на одной прямой с точкой X.

10. (МФТИ): Через центр O окружности Ω, описанной около тре-
угольника ABC, проведена прямая, параллельная BC и пере-
секающая стороны AB и AC в точках B1 и C1 соответственно.
Окружность ω проходит через точки B1 и C1 и касается Ω в
точке K 6= A. Найдите угол между AK и BC.

11. (Теорема Наполеона): На сторонах ∆ABC во внешние сторо-
ны построены правильные треугольники A1BC, AB1C, ABC1.
Докажите, что точки пересечения медиан этих правильных
треугольников GA, GB, GC являются вершинами правильного
треугольника, центр которого совпадает с центроидом ∆ABC.

12. Окружность касается боковых сторон AB и AC равнобедрен-
ного треугольника ABC в точках M и N , а также описанной
окружности этого треугольника. Докажите, что середина от-
резка MN является центром окружности, вписанной в тре-
угольник ABC.
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13. Через вершину A выпуклого четырёхугольника ABCD про-
ведена прямая, параллельная CD, пересекающая BD в точке
E а через вершину D проведена прямая, параллельная AB,
пересекающая AC в точке F . Докажите, что EF ‖ BC.

14. Окружность пересекает стороны равностороннего треугольни-
ка в точках P , Q (на AB), R, S (на BC) и U , V (на AC).
Пусть X, Y и Z — середины дуг PQ, RS и UV этой окружно-
сти, лежащих вне треугольника. Докажите, что треугольник
XY Z — равносторонний.

15. Окружности ω1 и ω2 с центрами O1 и O2 соответственно пе-
ресекаются в точках A и B. Пусть P1P2 и Q1Q2 — их общие
касательные (Pi и Qi — точки касания с ωi). Пусть M1 и M2 —
середины P1Q1 и P2Q2. Докажите, что ∠O1AO2 = ∠M1AM2.

16. (Теорема о композиции гомотетий): Докажите, что компо-
зиция двух гомотетий Hk1

O1
и Hk2

O2
(с центрами O1, O2 и коэф-

фициентами k1, k2 соответственно такими, что k1k2 6= 1) есть
гомотетия Hk1k2

O с центром O, лежащем на одной прямой с O1

и O2, и коэффициентом k1k2.

17. Даны окружности ω1 и ω2 с различны-
ми радиусами, не лежащие одна внутри
другой. Переменная окружность ω ка-
сается ω1 и ω2 внешним образом в точ-
ках A и B соответственно. Докажите,
что прямая AB проходит через фиксированную точку.

18. (Всероссийская олимпиада):
Каждая из окружностей ωA,
ωB, ωC касается внешним об-
разом окружности ω (в точках
A1, B1, C1 соответственно)
и двух сторон треугольника
ABC (см. рисунок). Докажите,
что прямые AA1, BB1 и CC1

пересекаются в одной точке.
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19. (∗) Три окружности попарно касаются друг друга внешним об-
разом, и каждая касается двух сторон треугольника (окруж-
ности Мальфатти). Докажите, что прямые, соединяющие точ-
ки касания с противоположными им вершинами треугольника,
пересекаются в одной точке.
Решение предполагает также применение теоремы Дезарга
(см. задачу 3 раздела 6.9).

20. На сторонах треугольника ABC построены во внешнюю сто-
рону квадраты с центрами OA, OB, OC . Докажите, что отрезки
AOA и OBOC перпендикулярны и равны. Докажите, что пря-
мые AOA, BOB, COC пересекаются в одной точке.
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Глава 3

Векторы и координаты
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3.1 Сложение векторов и умножение вектора
на число

Определение вектора и связанных с ним понятий (длина, направ-
ление, коллинеарность, правила сложения и вычитания, умноже-
ние вектора на число, а также свойства этих операций) известны
из школьной программы.

Особенностью решения многих задач является то, что все векто-
ры, привлекаемые для решения, откладывают от одной точки O,
называемой полюсом. Для упрощения записи векторы

−→
OA,

−−→
OB,−→

OC, . . . обозначают так:
−→
A ,
−→
B ,
−→
C , . . . . При употреблении этой

символики запись становится краткой и легко читаемой. Напри-
мер, правило вычитания векторов принимает вид

−→
AB =

−→
B −

−→
A .

Справедлива следующая

Теорема 3.1.1. (Критерий коллинеарности векторов): Векто-
ры ~a и ~b 6= ~0 коллинеарны тогда и только тогда, когда суще-
ствует число λ такое, что ~a = λ~b. При этом λ определено од-
нозначно.

Равенство ~a = λ~b записывают в виде
~a

~b
= λ, а число λ называют

отношением коллинеарных векторов.

Не следует путать эту операцию с делением векторов, которое невоз-
можно определить корректно! Отношение нами определено лишь для
двух коллинеарных векторов, один из которых (стоящий в знаменате-
ле) — ненулевой.

Из определения умножения вектора на число следует, что λ =
|~a|
|~b|

,

если ~a � ~b (т. е. когда ~a и~b сонаправлены); и λ = −|~a|
|~b|

, если ~a ↑↓ ~b

(т. е. когда ~a и ~b противоположно направлены).

Ещё одна важная теорема:
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Теорема 3.1.2. (О разложении вектора по двум неколлинеар-
ным векторам): Если ~a ∦ ~b, то для любого вектора ~c существу-
ют единственные числа α и β такие, что ~c = α~a+ β~b.

При решении задач часто оказывается очень полезной формула,
выражающая вектор из полюса в точку, делящую заданный от-
резок в заданном отношении, через векторы из полюса в концы
отрезка. Приведём соответствующее утверждение:

Теорема 3.1.3. Пусть A и B — две различные точки прямой, а
C — такая точка этой прямой, что

−→
AC = λ

−−→
CB, где λ — данное

число. Тогда для произвольно выбранного полюса O:

−→
C =

−→
A + λ

−→
B

1 + λ
.

Покажем, как с помощью этой теоремы выразить вектор
−→
I из

произвольно выбранного полюса O в точку пересечения биссек-
трис I треугольника ABC через векторы

−→
A ,
−→
B и

−→
C .

Задача 3.1.1. В треугольнике ABC отмечен центр вписанной
окружности I. Докажите, что для любого полюса O:

−→
I =

a
−→
A + b

−→
B + c

−→
C

a+ b+ c
.

Решение. Воспользуемся теоремой о биссектрисе: биссектрисаAA1

точкой A1 делит сторону BC в отношении

BA1 : A1C = BA : AC = c : b.

Поэтому по теореме 3.1.3

−→
A 1 =

c

b+ c

−→
C +

b

b+ c

−→
B .
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Далее, BI — биссектриса в треугольнике AA1B, откуда

AI : IA1 = AB : BA1 = c :

(
ac

b+ c

)
= (b+ c) : a.

Снова применяем теорему 3.1.3:

−→
I =

a

a+ (b+ c)

−→
A +

(b+ c)

a+ (b+ c)

−→
A 1.

Подставим
−→
A 1:

−→
I =

a

a+ b+ c

−→
A+

b+ c

a+ b+ c

(
c

b+ c

−→
C +

b

b+ c

−→
B

)
=
a
−→
A + b

−→
B + c

−→
C

a+ b+ c
,

что и требовалось. �

Задачи
1. Докажите теорему 3.1.3.i.

Сформулируйте и докажите обратное утверждение.ii.

2. На сторонах AB, BC и CA треугольника ABC во внешнюю
сторону построены равносторонние треугольникиABC1,BCA1

и CAB1. Вычислите сумму
−→
AA1 +

−−→
BB1 +

−→
CC1.

3. Продолжения сторон AD и BC выпуклого четырёхугольника
ABCD пересекаются в точке P . Докажите, что если точка
P и середины сторон AB и CD лежат на одной прямой, то
ABCD — трапеция.

4. (Теорема о центроиде треугольника): Докажите, что три ме-
дианы ∆ABC пересекаются в одной точке G и делятся этой
точкой в отношении 2 : 1, считая от вершины, причём для
любого полюса O:

−→
G =

1

3

(−→
A +

−→
B +

−→
C
)
.

Точка G называется центроидом треугольника ABC или его
центром масс.
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5. (Теорема об ортоцентре треугольника): Докажите, что три
прямые, содержащие высоты треугольника ABC, пересекают-
ся в одной точке H, причём, если в качестве полюса O взять
центр окружности, описанной около данного треугольника, то

−→
H =

−→
A +

−→
B +

−→
C .

Точка H называется ортоцентром треугольника ABC.
6. (Теорема о прямой Эйлера): Докажите, что центроид G, орто-

центр H и центр описанной окружности O треугольника ABC
лежат на одной прямой, причём OG : GH = 1 : 2.

7. (Теорема Менелая): Пусть точки A1, B1, C1 лежат на прямых,
содержащих стороны BC, CA и AB треугольника ABC соот-

ветственно так, что
−−→
AC1
−−→
C1B

= α,
−−→
BA1
−−→
A1C

= β,
−−→
CB1
−−→
B1A

= γ. Докажите,

что A1, B1, C1 лежат на одной прямой тогда и только тогда,
когда αβγ = −1.

8. Найдите геометрическое место точек M плоскости таких, что−−→
MA+

−−→
MB +

−−→
MC =

−→
0 , если ABC — данный треугольник.

9. Даны четыре произвольные точки A, B, C и D. Точки M и
N — середины отрезков AB и CD. Докажите, что

2
−−→
MN =

−→
AC +

−−→
BD =

−−→
AD +

−−→
BC.

10. Даны параллелограммы ABCD и A1B1C1D1, у которых O и
O1 — точки пересечения диагоналей. Докажите, что

−−→
OO1 =

1

4

(−−→
AA1 +

−−→
BB1 +

−−→
CC1 +

−−→
DD1

)
.

11. Какую линию описывает середина отрезка между двумя пе-
шеходами, равномерно идущими по прямым дорогам?

12. Внутри треугольника ABC взята точка O. На лучах OA, OB и
OC от точки O отложены векторы единичной длины. Докажи-
те, что сумма этих векторов имеет длину, меньшую единицы.
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13. Пусть O — центр правильного многоугольника A1A2 . . . An,
X — произвольная точка плоскости. Докажите, что:

−−→
OA1 +

−−→
OA2 + . . .+

−−→
OAn =

−→
0 ;i.

−−→
XA1 +

−−→
XA2 + . . .+

−−→
XAn = n

−−→
XO.ii.

14. Дан выпуклый многоугольник. Для каждой его стороны рас-
сматривается вектор с началом на этой стороне, перпендику-
лярный ей, с длиной, равной длине этой стороны, и направ-
ленный наружу от многоугольника. Докажите, что сумма рас-
сматриваемых векторов равна ~0.

15. (Лемма ослика Иа-Иа): Дано несколько точек. Для некоторых
пар (A,B) этих точек взяты векторы

−→
AB, причём в каждой

точке начинается столько же векторов, сколько в ней закан-
чивается. Докажите, что сумма выбранных векторов равна

−→
0 .

16. Сумма четырёх единичных векторов равна нулевому вектору.
Докажите, что их можно разбить на две пары противополож-
ных векторов.

17. Четырёхугольник ABCD вписанный. Пусть Ha — ортоцентр
∆BCD,Ma — середина отрезка AHa. ТочкиMb,Mc иMd опре-
деляются аналогично. Докажите, что точки Ma, Mb, Mc и Md

совпадают.
18. Из произвольной точки M внутри равностороннего треуголь-

ника с центром O опущены перпендикуляры MK1, MK2 и
MK3 на его стороны (K1, K2, K3 лежат на сторонах). До-

кажите, что
−−−→
MK1 +

−−−→
MK2 +

−−−→
MK3 =

3

2

−−→
MO.

19. Точка K лежит на стороне BC треугольника ABC, а точка
L — на стороне AC, причём BK : KC = CL : LA = 2 : 1. От-
резки AK и BL пересекаются в точке O. В каких отношениях
эта точка делит отрезки AK и BL?

20. (Международная олимпиада): На диагоналях AC и CE пра-
вильного шестиугольника ABCDEF взяты точки M и N со-
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ответственно так, что AM : AC = CN : CE = λ. Известно,
что точки B, M и N лежат на одной прямой. Найдите λ.
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3.2 Теоремы Чевы и Менелая

Часто встречаются задачи, в которых требуется доказать, что
некоторые три прямые пересекаются в одной точке. Прямые, со-
держащие высоты, биссектрисы и медианы треугольника — клас-
сические примеры таких наборов прямых. В таких случаях может
оказаться полезным следующий факт:

Теорема 3.2.1. (Теорема Чевы):
Пусть на прямых, содержащих сторо-
ны BC, AC и AB треугольника ABC
выбраны точки A1, B1 и C1, причем
они не совпадают с точками A, B
и C. Тогда прямые AA1, BB1 и CC1

пересекаются в одной точке тогда и
только тогда, когда

−−→
AC1
−−→
C1B

·
−−→
BA1
−−→
A1C

·
−−→
CB1
−−→
B1A

= 1. (1)

Доказательство. 1. Пусть прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются
в точке P . Тогда векторы

−→
PA,

−−→
PB, и

−→
PC попарно неколлинеарны.

Поэтому, как известно, найдутся ненулевые числа α, β и γ такие,
что

α
−→
PA+ β

−−→
PB + γ

−→
PC = ~0. (2)

Спроектируем нашу конфигурацию на прямую AB параллельно
прямой CC1. При этом точки A и B остаются на месте, а точки
C и P переходят в точку C1. Тогда из равенства (2) следует, что

α
−−→
C1A+ β

−−→
C1B = ~0,

откуда
−−→
AC1
−−→
C1B

=
β

α
. Аналогично,

−−→
BA1
−−→
A1C

=
γ

β
и
−−→
CB1
−−→
B1A

=
α

γ
. Перемно-

жая три последних равенства, получаем равенство (1).
2. Пусть выполнено равенство (1), и C ′1 — точка пересечения пря-
мой AB с прямой, проходящей через точку C и точку пересече-
ния прямых AA1 и BB1. Тогда, согласно доказанному в пункте
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1,
−−→
AC ′1
−−→
C ′1B

·
−−→
BA1
−−→
A1C

·
−−→
CB1
−−→
B1A

= 1. С учётом равенства (1), отсюда следует,

что
−−→
AC ′1
−−→
C ′1B

=

−−→
AC1
−−→
C1B

. Значит, точки C1 и C ′1 совпадают. �

Замечание. Легко проверить, что если выполнено равенство (1),
и две из прямых AA1, BB1, CC1 параллельны, то третья прямая
тоже им параллельна.

Задача 3.2.1. Докажите с помощью теоремы Чевы, что бис-
сектрисы произвольного треугольника пересекаются в одной точ-
ке.

Решение. Пусть AA1, BB1 и CC1 — биссектрисы треугольника
ABC. По свойству биссектрисы

AC1

C1B
=
AC

CB
,
BA1

A1C
=
BA

AC
,
CB1

B1A
=
CB

BA
.

Таким образом,

−−→
AC1
−−→
C1B

·
−−→
BA1
−−→
A1C

·
−−→
CB1
−−→
B1A

=
AC

CB
· BA
AC
· CB
BA

= 1,

и по теореме Чевы прямые AA1, BB1 и CC1 пересекаются в одной
точке. �

При доказательстве утверждений о принадлежности трёх точек
одной прямой часто используется следующая

Теорема 3.2.2. (Теорема Менелая): Пусть на прямых, содержа-
щих стороны BC, AC и AB треугольника ABC, выбраны точки
A1, B1 и C1, причем они не совпадают с точками A, B и C. То-
гда точки A1, B1 и C1 лежат на одной прямой тогда и только
тогда, когда −−→

AC1
−−→
C1B

·
−−→
BA1
−−→
A1C

·
−−→
CB1
−−→
B1A

= −1.
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Задачи

1. С помощью теоремы Чевы докажите, что в произвольном тре-
угольнике:

медианы;i.

прямые, содержащие высотыii.

пересекаются в одной точке.
2. Пусть A1, B1 и C1 — точки на сторонах BC, AC и AB тре-

угольника ABC. Докажите, что B1C1 ‖ BC тогда и только
тогда, когда BA1 = A1C.

3. На сторонах BC, AC и AB треугольника ABC отмечены точ-
ки A1, B1 и C1 касания вписанной окружности с этими сторо-
нами (A1 лежит на BC, B1 — на AC, C1 — на AB). Докажи-
те, что отрезки AA1, BB1 и CC1 пересекаются в одной точке
(точке Жергонна).

4. В остроугольном треугольнике ABC биссектриса AA1, медиа-
на CC1 и высота BB1 пересеклись в одной точке. Сторона AB
равна 2c, а AC = b. Найдите косинус ∠BAC.
См. также задачу 19 раздела 3.5.

5. На сторонах AB, BC и AC треугольника ABC отмечены точ-
ки C1, A1 и B1 так, что отрезки AA1, BB1 и CC1 пересекаются
в точке P . Найдите площадь треугольника PBC, если извест-
но, что AB : AC1 = 3 : 1, BC : CA1 = 7 : 3, SPBA = 2.

6. Дан треугольник ABC и три его вневписанные окружности.
Точки касания со сторонами BC, CA, AB — A1, B1, C1 соответ-
ственно. Докажите, что прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются
в одной точке.

7. (Теорема Чевы в тригонометрической форме): Дан треуголь-
ник ABC и точки A1, B1 и C1 на сторонах BD, CA и AB
соответственно. Докажите, что прямые AA1, BB1 и CC1 пере-
секаются в одной точке тогда и только тогда, когда выполнено
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равенство

sin∠CAA1

sin∠A1AB
· sin∠ABB1

sin∠B1BC
· sin∠BCC1

sin∠C1CA
= 1.

8. ТочкиX, Y , Z внутри треугольникаABC таковы, что ∠ABZ =
= ∠XBC, ∠BCX = ∠Y CA, ∠CAY = ∠ZAB. Докажите, что
отрезки AX, BY и CZ пересекаются в одной точке.

9. На окружности расположены по порядку точки A, B, C, D, F ,
P . Докажите, что отрезки AD, BE, CF пересекаются в одной
точке тогда и только тогда, когда выполнено равенство

sin∠APB
sin∠BPC

· sin∠CPD
sin∠DPE

· sin∠EPF
sin∠FPA

= 1.

10. Пусть I — центр вписанной окружности ∆ABC, которая ка-
сается сторон треугольника BC, CA и AB в точках A1, B1 и
C1 соответственно. На отрезках IA1, IB1 и IC1 отмечены точ-
ки A2, B2 и C2 такие, что IA2 = IB2 = IC2. Докажите, что
прямые AA2, BB2 и CC2 пересекаются в одной точке.

11. На сторонах прямоугольного ∆ABC с прямым углом C по-
строены во внешнюю сторону квадраты ACC1A2 и BCC2B2.
Докажите, что AB2 и A2B пересекаются в одной точке с вы-
сотой треугольника ABC, опущенной из угла при вершине C.

12. На сторонах остроугольного ∆ABC построены во внешнюю
сторону квадраты AA2B1B, BB2C1C и CC2A1A. Пусть D —
центр квадрата BB2C1C. Докажите, что прямые AD, BA1 и
CA2 пересекаются в одной точке.

13. Докажите теорему Менелая 5.4.2.
14. (Теорема Ван-Обеля): Пусть прямыеAP ,BP и CP пересекают

прямые BC, CA и AB в точках A1, B1 и C1 соответственно.
Докажите, что −−→

AC1
−−→
C1B

+

−−→
AB1
−−→
B1C

=

−→
AP
−−→
PA1

.
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15. Окружность ω касается окружностей ω1 и ω2 в точках A1 и
A2 соответственно. Докажите, что прямая A1A2 проходит че-
рез точку пересечения общих внешних или общих внутренних
касательных к окружностям ω1 и ω2.

16. На сторонах AB, BC и CA треугольника ABC даны соответ-
ственно точки C1, A1 и B1 такие, что

AC1

C1B
=
BA1

A1C
=
CB1

B1A
= 2.

Найдите площадь треугольника ABC, если известно, что пло-
щадь треугольника, образованного прямыми AA1, BB1 и CC1,
равна 1.

17. Прямая, проходящая через точку пересечения медиан треуголь-
ника ABC, пересекает стороны AB и AC в точках P и Q со-

ответственно. Докажите, что
PB

PA
+
QC

QA
= 1.

18. (∗) (Теорема Паппа): Даны шесть точек A1, B1, C1, A2, B2, C2

на плоскости, причем A1, B1, C1 лежат на одной прямой, и
A2, B2, C2 также лежат на одной прямой. Пусть прямые A1B2,
B1C2, C1A2 пересекают прямыеA2B1,B2C1, C2A1 соответствен-
но в точках X, Y , Z. Докажите, что точки X, Y , Z лежат на
одной прямой.

19. На сторонах BC и AD параллелограмма ABCD выбраны со-
ответственно точки P и Q. Пусть X — точка пересечения пря-
мых AP и BQ, а Y — точка пересечения прямых CQ и DP .
Докажите, что прямая XY проходит через центр параллело-
грамма.

20. (∗) Пусть A, B, C,D — четыре точки в пространстве такие, что
отрезки AB, BC, CD и DA касаются некой сферы. Докажите,
что точки касания этих отрезков со сферой лежат на одной
плоскости.
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3.3 Скалярное произведение

Определение 3.3.1. Скалярным произведением ~a ·~b двух нену-
левых векторов называется число |~a| · |~b| · cos∠

(
~a,~b
)
. Если хотя

бы один из векторов ~a и ~b нулевой, то их скалярное произведение
по определению полагают равным нулю.

Свойства скалярного произведения:

1. ∀~a,~b ~a ·~b = ~b · ~a.

2. ∀~a ~a · ~a = |~a|2.

Определение 3.3.2. Выражение ~a · ~a (или ~a2) называется ска-
лярным квадратом вектора ~a.

3. ~a ·~b = 0 ⇔ ~a ⊥ ~b (при этом считается, что ~0 перпендику-
лярен любому вектору).

4. ∀~a,~b ∀α ∈ R (α~a) ·~b = α(~a ·~b) и ~a · (α~b) = α(~a ·~b).

5. ∀~a,~b,~c ~a · (~b+ ~c) = ~a ·~b+ ~a · ~c и (~a+~b) · ~c = ~a · ~c+~b · ~c.

6. В прямоугольной декартовой системе координат (см. ни-
же раздел 3.3) скалярное произведение векторов равно сум-
ме произведений их соответствующих координат, т. е. если

~a =

(
ax
ay

)
и ~b =

(
bx
by

)
, то ~a · ~b = axbx + ayby. Здесь вектор

~a отождествлён со своим столбцом координат
(
ax
ay

)
, т. е.

чисел ax и ay, равных разности координат конца минус ко-
ординат начала этого вектора.

При решении задач на вычисление углов и расстояний применя-
ют следствия из определения ~a ·~b:

|~a| =
√
~a2 и cos∠

(
~a,~b
)

=
~a ·~b
|~a| · |~b|

(~a 6= ~0, ~b 6= ~0).
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Проекция вектора ~a на вектор ~b 6= ~0 вычисляется по формуле

pr~b~a =
~a ·~b
|~b|2

~b (обратите внимание что проекция вектора на век-

тор — это вектор, а не число; при этом число
~a ·~b
|~b|2

называется

алгебраической проекцией вектора ~a на вектор ~b). В случае, если
вектор ~e имеет длину 1 («единичный вектор»), то pr~e~a = (~a · ~e)~e.
Из этого следует, что в прямоугольной декартовой системе коор-
динат {O,~e1, ~e2} (совокупности точки — начала координат и пары
неколлинеарных векторов) числа ~a · ~e1 и ~a · ~e2 есть координаты
вектора ~a.
Приведём пример решения задачи на вычисление углов и рассто-
яний с помощью скалярного произведения векторов.

Задача 3.3.1. В параллелограмме ABCD точка K — середина
стороны BC, а точка M — середина стороны CD. Известно,
что AK = 6, AM = 3, ∠KAM = 60◦. Найдите длины сторон
параллелограмма и его углы.

Решение. Пусть
−−→
AK = ~a,

−−→
AM = ~b. По этим неколлинеарным век-

торам будем раскладывать все остальные векторы. Для удобства
вычисления скалярных произведений составим «таблицу умно-
жения» этих векторов, записав в неё попарные скалярные произ-
ведения ~a и ~b:
· ~a ~b
~a 36 9
~b 9 9

~a2 = 36,~b2 = 9, ~a·~b = ~b·~a = 6·3·cos 60◦ = 9. Разложим
векторы

−→
AB и

−−→
AD по векторам ~a и~b (промежуточные

выкладки оставлены читателю):
−→
AB =

4

3
~a− 2

3
~b,
−−→
AD = −2

3
~a+

4

3
~b.

Вычислим, пользуясь свойствами скалярного произведения и «таб-
лицей умножения», величины

−→
AB2,

−−→
AD2 и

−→
AB ·

−−→
AD:

−→
AB2 =

4

9

(
2~a−~b

)2

=
4

9

(
4~a2 − 4~a ·~b+~b2

)
=

4

9
(4 · 36− 4 · 9 + 9) =



Скалярное произведение 110

= 4 · 13 ⇒ AB = 2
√

13;

−−→
AD2 =

4

9

(
−~a+ 2~b

)2

=
4

9

(
~a2 − 4~a ·~b+ 4~b2

)
=

4

9
(36−4 ·9+4 ·9) =

= 16 ⇒ AD = 4;

−→
AB·
−−→
AD =

4

9

(
2~a−~b

)
·
(
−~a+ 2~b

)
=

4

9

(
−2~a2 +~b · ~a+ 4~a ·~b− 2~b2

)
=

=
4

9
(−2 · 36 + 5 · 9− 2 · 9) = −20.

Найдем ∠
(−→
AB,
−−→
AD
)

= α:

cosα =

−→
AB ·

−−→
AD

|
−→
AB| · |

−−→
AD|

= − 20

(2
√

13) · 4
= − 5

2
√

13
⇒

⇒ α = arccos

(
− 5

2
√

13

)
= π − arccos

5

2
√

13
.

Это тупой угол параллелограмма. Его острый угол равен π−α =

= arccos
5

2
√

13
. �

Задачи
1. Даны два квадрата ABCD и DEFG, границы которых пере-

секаются только по точке D. Докажите, что если квадраты
расположены так, что вершины обоих обходятся по часовой
стрелке, то прямая CG перпендикулярна прямой AE, а если
вершины квадратов обходятся в противоположных направле-
ниях, то медиана DM треугольника CDG перпендикулярна
прямой AE.

2. Дан такой выпуклый четырехугольник ABCD, что AB = BC
и AD = DC. Точки K, L и M — середины отрезков AB, CD и
AC соответственно. Перпендикуляр, проведённый из точки A
к прямой BC, пересекается с перпендикуляром, проведённым
из точки C к прямой AD, в точке H. Докажите, что прямые
KL и HM перпендикулярны.
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3. На лучах BC и BA, содержащих боковые стороны прямо-
угольного треугольника ABC с прямым углом B выбраны
точки D и E соответственно так, что BE = BC и BD = BA.
Докажите, что прямая ED перпендикулярна медиане ∆ABC,
проведённой к гипотенузе.

4. Пусть точка I — центр вписанной в треугольник ABC окруж-
ности. Выразите длину отрезка AI через длины a, b и c сторон
треугольника ABC.

5. На сторонеBC треугольникаABC взята точкаK, а на стороне
AC — точка L так, что AL = LC, KC = 2BK. Длины сторон
AB и BC равны соответственно 1 и 2, а ∠ABC = 60◦. Найдите
длины отрезков AK и BL и угол между ними.

6. В четырёхугольнике ABCD, вписанном в окружность радиуса
R, оказалось, что AB2 +CD2 = 4R2. Докажите, что диагонали
четырёхугольника перпендикулярны.

7. (Всесоюзная олимпиада, 1974): Дан квадрат ABCD. Точки
P и Q лежат соответственно на сторонах AB и BC, причём
BP = BQ. Пусть H — основание перпендикуляра, опущенного
из точки B на PC. Докажите, что угол DHQ прямой.

8. Найдите необходимое и достаточное условие, связывающие дли-
ны сторон треугольника ABC, при котором медианы, прове-
дённые к сторонам AC и BC, перпендикулярны.

9. (Формула Эйлера): Докажите, что если около треугольника
описана окружность радиуса R и в него вписана окружность
радиуса r, то расстояние d между их центрами можно вычис-
лить по формуле d2 = R2 − 2Rr.

10. Докажите, что для любых четырёх точек A, B, C и D

справедливо равенство
−→
AB ·

−−→
CD+

−−→
BC ·

−−→
AD+

−→
CA ·

−−→
BD = 0.

i.

Пользуясь этим равенством, докажите, что прямые, со-
держащие высоты треугольника, пересекаются в одной
точке.

ii.
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11. Докажите, что для любых четырёх точек A, B, C и D

выполнено равенство AB2+CD2−AD2−BC2 = 2
−→
AC ·
−−→
DB.

i.

Пользуясь этим равенством, докажите, что диагонали че-
тырёхугольника перпендикулярны тогда и только тогда,
когда суммы квадратов длин его противоположных сто-
рон равны.

ii.

Докажите, что сумма квадратов диагоналей трапеции рав-
на сумме квадратов боковых сторон с удвоенным произ-
ведением оснований.

iii.

12. Докажите, что
∣∣∣~a+~b

∣∣∣ =
∣∣∣~a−~b∣∣∣ ⇔ ~a ⊥ ~b.

13. Даны точки A, B, C и D. Докажите, что AB2 +BC2 +CD2 +
+ DA2 > AC2 + BD2, причём равенство достигается тогда и
только тогда, когда ABCD — параллелограмм.

14. Докажите, что для углов любого треугольника выполнено нера-

венство cosα + cos β + cos γ 6
3

2
.

15. Даны восемь чисел a, b, c, d, e, f , g, h. Докажите, что хотя бы
одно из чисел ac+ bd, ae+ bf , ag+ bh, ce+ df , cg+ dh, eg+ fh
неотрицательно.

16. Среди всех решений системы уравнений
x2 + y2 = 4,

z2 + t2 = 9,

xt+ yz = 6;

найдите те, для которых сумма x + z принимает наибольшее
значение.

17. Десять векторов таковы, что длина суммы любых девяти из
них меньше длины суммы всех десяти векторов. Докажите,
что найдется вектор, алгебраическая проекция на который
каждого из десяти векторов положительна.
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18. Существует ли набор различных векторов ~a1, . . . , ~an такой, что
для любой пары различных векторов из этого набора найдется
другая пара из этого набора такая, что суммы векторов в этих
парах равны?

19. Докажите, что сумма всех векторных проекций данного век-

тора ~a на стороны правильного треугольника равна
3

2
~a.

20. Треугольники ABC и A1B1C1 расположены на плоскости сле-
дующим образом: прямые AA2, BB2, CC2, перпендикулярные
соответственно прямым B1C1, C1A1, A1B1, пересекаются в од-
ной точкеH. Проведем прямые A1A3, B1B3, C1C3, перпендику-
лярные соответственно BC, CA, AB. Докажите, что если хотя
бы две из них пересеклись в одной точке, то третья проходит
через эту же точку.
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3.4 Метод координат

В этом разделе к решению геометрических задач активно приме-
няется метод координат. На плоскости фиксируем прямоуголь-
ную декартову систему координат — два заданных единичных
вектора ~e1 и ~e2, отложенных от точки O (начала координат). За-
дадим оси OX и OY , направленные вдоль ~e1 и ~e2 соответственно.
Всякая точка P на плоскости может быть задана своей парой ко-
ординат (x, y). Для их нахождения через точку P нужно провести
прямые, параллельные координатным осям, и найти точки их пе-
ресечения с OX (точка Px) и с OY (точка Py). Векторы

−−→
OPx и ~e1

коллинеарны, и поэтому существует единственное число x такое,
что
−−→
OPx = x · ~e1. Аналогично определяется число y такое, что−−→

OPy = y ·~e2. Найденные числа x и y и называются координатами
точки P в данной системе координат. Мы будем часто отождеств-
лять точку с её координатами и писать «точка (x, y)» или, если
нужно указать имя точки и её координаты одновременно, «точка
P (x, y)».
Расстояние между двумя точкамиA(x1, y1) иB(x2, y2) может быть
вычислено по теореме Пифагора:

AB =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

Введём в рассмотрение также координаты вектора.

Определение 3.4.1. Координатами вектора
−→
AB с концами в

точках A(x1, y1) и B(x2, y2) называется пара чисел (записывае-
мых в столбец) — попарных разностей соответствующих коорди-

нат:
(
x2 − x1

y2 − y1

)
.

Часто это утверждение формулируют так: «координаты вектора
есть разности координат конца и начала этого вектора».
Мы будем отождествлять вектор ~a и его координатный столбец(
ax
ay

)
. Несложно заметить, что координаты вектора представля-

ют собой коэффициенты, с которыми этот вектор раскладывается
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по единичным векторам вдоль осей координат: ~a = ax~e1 + ay~e2.
Отметим также, что координаты точки P (x, y) — те же два чис-
ла, что и координаты радиуса-вектора

−→
OP (вектора из начала

координат в точку P ).
Удобство рассмотрения вектора как столбца своих координат со-
стоит в том, что линейные операции (т. е. сумма векторов и умно-
жение вектора на число) можно проводить покоординатно — от-

дельно по каждой координате: если α, β — числа, а ~a =

(
ax
ay

)
,

~b =

(
bx
by

)
, то

α~a+ β~b = α

(
ax
ay

)
+ β

(
bx
by

)
=

(
αax
αay

)
+

(
βbx
βby

)
=

(
αax + βbx
αay + βby

)
.

Поиск координат какой-либо точки часто удобно проводить с по-
мощью поиска координат её радиуса-вектора. Приведём простой
пример, обобщение которого предлагается читателю в задаче 3.

Задача 3.4.1. Пусть точки A и B имеют координаты (xa, ya)
и (xb, yb) соответственно. Найдите координаты середины C от-
резка AB.

Решение. Введём радиусы-векторы ~a и ~b точек A и B соответ-

ственно. Тогда
−→
OC =

−→
OA+

−→
AC = ~a+

1

2

−→
AB = ~a+

1

2
(~b−~a) =

1

2
(~a+~b),

что, впрочем, сразу ясно из теоремы 3.1.3 раздела 3.1. Поэтому
координаты радиуса-вектора

−→
OC равны полусуммам координат

векторов ~a и ~b. Итак, C имеет координаты
(
xa + xb

2
,
ya + yb

2

)
. �

Задание системы координат — существенная степень свободы.
Удачный выбор координатных осей и начала координат может
превратить задачу в тривиальную, а неудачный — многократно
увеличить сложность промежуточных вычислений. Если при вы-
боре какой-либо системы координат читателю приходится иметь
дело с чрезвычайно громоздкими выражениями, рекомендуется
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подумать о других (возможно, более удобных для решения за-
дачи) способах выбрать систему координат, либо не применять
метод координат вообще и отдать предпочтение иным методам.
В приведённых ниже задачах либо координатная система задана
с самого начала, либо может быть выбрана так, чтобы решение
было относительно коротким.

Задачи
1. Докажите, что четырехугольник ABCD с вершинами в точ-

ках A(xa, ya), B(xb, yb), C(xc, yc), D(xd, yd) является паралле-
лограммом тогда и только тогда, когда суммы координат A и
C равны суммам координат B и D, т. е.{

xa + xc = xb + xd,

ya + yc = yb + yd.

2. Дан параллелограмм ABCD и произвольная точка X на плос-
кости. Докажите, что величина XA2 +XC2 −XB2 −XD2 не
зависит от выбора точки X, и выразите её через стороны и
диагонали параллелограмма.

3. Даны две различные точки A и B с координатами A(x1, y1),
B(x2, y2). Точка C(x, y) на прямой AC такова, что α

−→
AC = β

−−→
CB

для некоторых чисел α и β. Выразите координаты точки C
через координаты точек A и B и числа α и β.

4. Для треугольника ABC c заданными координатами вершин
A(1, 2), B(5,− 2), C(0, 3) вычислите координаты:

точки пересечения медиан G;i.

точки пересечения биссектрис I;ii.

5. Вершина A равнобедренного треугольника ABC (AB = AC)
расположена в начале координат, а две другие вершины лежат
на параболе y = x2 и имеют одну и ту же ненулевую ордина-
ту. К чему приближается радиус описанной окружности этого
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треугольника, если точки B и C начать приближать к A вдоль
параболы так, чтобы их ординаты всё время движения совпа-
дали?

6. На плоскости даны две фиксированные точки A и C, а точка
B пробегает весь отрезок между ними. Два квадрата ABWX
и BCY Z лежат по одну сторону от прямой AC, а точки O1 и
O2 — их центры. Найдите множество точек, которое пробегает
середина отрезка O1O2 при перемещении B по отрезку AC.

7. Вершина A квадрата ABCD находится в начале координат,
а B имеет координаты (x, y). Найдите координаты вершин C
и D, если известно, что обход в алфавитном порядке вершин
ABCD ведётся по часовой стрелке.

8. На сторонах треугольника ABC во внешнюю сторону построе-
ны квадраты ACDE и BCFG. Докажите, что середина отрез-
ка EG не зависит от положения точки C (при фиксированных
A и B).

9. Две материальные точки, изначаль-
но находящиеся в точках A и B (на
расстоянии AB = a), начинают дви-
гаться с постоянными скоростями,
как показано на рисунке. Через какое время после начала дви-
жения расстояние между точками будет минимально? Пара-
метры, указанные на рисунке, считайте известными.

10. Найдите расстояние от прямой y = x− 1 до параболы y = x2.
Указание.Под расстоянием между двумя множествами на плос-
кости понимается наименьшее расстояние между парами то-
чек: первая из одного множества, вторая из другого, если оно
существует.

11. Вычислите длину стороны квадрата, вписанного в область меж-
ду графиками y =

√
x и y = x2, x ∈ [0, 1].

12. На плоскости даны две различные точки A и B. Найдите все
точки M такие, что AM2 −BM2 = k, где k — фиксированное
число.
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13. Дан прямоугольник ABCD. Найдите все точки M такие, что:

MA2 +MC2 = MB2 +MD2;i.

MA+MC = MB +MD.ii.

14. Пусть парабола y = ax2 пересечена прямой l в точках с абс-
циссами x1 и x2, а прямая l в свою очередь пересекает ось OX

в точке с абсциссой x3. Докажите, что
1

x1

+
1

x2

=
1

x3

.

15. Пусть точка D лежит на стороне BC треугольника ABC. Вы-
разите длину AD через длины боковых сторон AB и AC, а
также через длины частей третьей стороны BD и CD.
Замечание. См. также теорему Стюарта (задачу 1.7.1) во вве-
дении к разделу 1.7 о метрических соотношениях в треуголь-
нике.

16. Докажите, что при повороте на угол ϕ с центром в начале
координат точка с координатами (x, y) переходит в точку с
координатами (x cosϕ− y sinϕ, x sinϕ+ y cosϕ).

17. На сторонах треугольника ABC построены во внешнюю сто-
рону равнобедренные подобные треугольники ABD, BCE и
ACF . Докажите, что центроиды треугольников ABC и DEF
совпадают.

18. Задана кубическая парабола y = x3 и касательная к её графи-
ку в точке A с отрицательной абсциссой. Обозначим вторую
точку пересечения касательной с кубической параболой через
B, а точку пересечения с осью абсцисс через C. Докажите, что
AC : CB = 1 : 8.
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3.5 Уравнение прямой

При работе с прямыми часто оказывается удобным пользовать-
ся несколькими различными эквивалентными способами их за-
дания. Обсудим основные формы уравнения прямой на плоско-
сти, способы перехода между ними, а также ряд геометрических
характеристик, которые можно быстро находить по уравнениям
прямых. Будем считать, что на плоскости зафиксирована прямо-
угольная декартова система координат.
1. Векторное параметрическое уравнение прямой.
Для задания прямой ` на плоскости выберем на этой прямой неко-
торую точку (с радиусом-вектором ~r0) и произвольный ненулевой
вектор ~a, параллельный прямой `. Тогда всякая точка на этой
прямой имеет радиус-вектор ~r(t) = ~r0 + ~at при подходящем зна-
чении t. Но и обратно, при любом значении числа t такой вектор
~r(t) есть радиус-вектор точки, которая принадлежит прямой `.
Итак, уравнение ~r(t) + ~r0 + ~at, где t пробегает множество веще-
ственных чисел R, есть уравнение прямой `.

Определение 3.5.1. Ненулевой вектор ~a называется направля-
ющим вектором прямой `, если он параллелен этой прямой.

Определение 3.5.2. Пусть прямая ` содержит точку с радиусом-
вектором ~r0, а ~a— некоторый направляющий вектор этой прямой.
Тогда уравнение ~r(t) = ~r0 +~at называется векторным или вектор-
ным параметрическим уравнением прямой `.

Отметим, что одна и та же прямая может записываться различ-
ными уравнениями в такой форме: начальная точка может быть
выбрана совершенно произвольно, а направляющий вектор мож-
но умножать на произвольную ненулевую константу и снова по-
лучать направляющий вектор.
Запишем все входящие в это уравнение векторы как координат-
ные столбцы: (

x(t)
y(t)

)
=

(
x0

y0

)
+

(
ax
ay

)
t.
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Два вектора равны если и только если их координаты равны, и
поэтому векторное уравнение равносильно системе двух скаляр-
ных уравнений: {

x(t) = x0 + axt,

y(t) = y0 + ayt.

2. Уравнение вида Ax+By + C = 0.

Предположим, что ни одна из координат направляющего вектора
не равна нулю. Тогда из системы скалярных уравнений можно
исключить t:

x− x0

ax
=
y − y0

ay
.

Это уравнение имеет вид Ax + By + C = 0, где введены обозна-
чения A = ay, B = −ax, C = axy0 − ayx0.
Пусть теперь какая-либо из координат направляющего вектора
нулевая. К примеру, пусть ax = 0 (второй случай рассматри-
вается аналогично). Тогда такая прямая параллельна оси OY
и задаётся уравнением y = y0, что также приводится к виду
Ax+By + C = 0 с A = 0, B = 1, C = −y0.
Итак, всякая прямая задаётся уравнением Ax+By + C = 0. Об-
ратное также верно: если коэффициенты A и B не равны нулю
одновременно, то это уравнение определяет некоторую прямую
на плоскости.

Как и в случае векторного параметрического уравнения, при за-
дании прямой в такой форме параметры определяются не един-
ственным образом. В самом деле, если умножить всё уравнение
Ax+By+C = 0 на произвольную ненулевую константу, получен-
ное уравнение по-прежнему задаёт ту же самую прямую. Оказы-
вается, тем не менее, что этим «свобода выбора» коэффициентов
и ограничивается.

Ещё одной важной характеристикой прямой является вектор нор-
мали.
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Определение 3.5.3. Нормальным вектором к прямой ` называ-
ется произвольный ненулевой вектор, ортогональный этой пря-
мой.

Задача 3.5.1. Докажите, что для прямой, заданной уравнени-
ем в форме Ax + By + C = 0 (с A2 + B2 6= 0) в качестве на-

правляющего вектора можно взять ~a =

(
−B
A

)
, а в качестве

нормального — вектор ~n =

(
A
B

)
.

Решение. Если точка с координатами (x0, y0) удовлетворяет урав-
нению Ax+By+C = 0, то точка (x0−αB, y0 +αA) также удовле-
творяет ему при всяком α ∈ R, и поэтому указанный в условии
вектор ~a можно взять за направляющий. Этот вектор ненулевой
в силу условия A2 + B2 6= 0. Поскольку скалярное произведение
~a · ~n = −BA + AB = 0, указанный вектор ~n можно выбрать в
качестве нормального. �

3. Отдельные частные случаи.
Если оказалось, что B 6= 0, то из уравнения Ax+By+C = 0 мож-
но выразить y и прийти к (обычно изучаемой на уроках алгебры)
форме записи уравнения прямой y = kx+b. В такой форме невоз-
можно записать разве что прямые, перпендикулярные оси OX, а
число k имеет геометрический смысл тангенса угла наклона пря-
мой к положительному направлению оси OX.
В случаях, когда требуется записать прямую, проходящую через
две заданные точки (x1, y1) и (x2, y2), полезной оказывается сле-
дующая форма уравнения прямой:

x− x1

x2 − x1

=
y − y1

y2 − y1

.

В частности, можно записать так называемое «уравнение прямой
в отрезках»: если прямая пересекает ось OX в точке (a, 0), а ось
OY в точке (0, b), то она задаётся уравнением

x

a
+
y

b
= 1.
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4. Угол между прямыми, параллельность и ортогональность.
Возможность по уравнению прямой записать какой-нибудь её на-
правляющий вектор даёт короткий способ вычисления угла меж-
ду двумя прямыми. В самом деле, следует записать их направ-
ляющие векторы и найти косинус угла между ними по формуле

cos∠(~a1,~a2) =
~a1 · ~a2

|~a1| · |~a2|
. Напомним читателю, что углом между

прямыми называется именно острый (или прямой) угол между
ними, а угол между двумя векторами может оказаться и тупым,
поэтому при вычислениях следует взять модуль получившегося
косинуса.
Из тех же соображений можно исследовать и параллельность и
перпендикулярность прямых: достаточно работать с их направ-
ляющими векторами. Несложно убедиться в справедливости сле-
дующего утверждения.

Теорема 3.5.1. Пусть две прямые на плоскости заданы своими
уравнениями A1x+B1y+C1 = 0 и A2x+B2y+C2 = 0. Эти пря-
мые параллельны тогда и только тогда, когда найдется число
α такое, что A1 = αA2 и B1 = αB2. Прямые совпадают тогда
и только тогда, когда они параллельны, причём дополнительно
ещё и C1 = αC2.

Для двух прямых (не параллельных оси OY ), заданных уравне-
ниями в форме y = k1x+ b1 и y = k2x+ b2, для нахождения угла
α между ними можно использовать формулу тангенса разности

и геометрический смысл коэффициентов k1 и k2: tgα =
k2 − k1

1 + k1k2

.

Задачи
1. Запишите векторное параметрическое уравнение прямой

2x+ 3y = 7.
i.

Запишите уравнение прямой ~r(t) =

(
2
3

)
+

(
4
5

)
t в виде

ax+ by + c = 0.

ii.
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2. Докажите, что тангенс угла наклона прямой y = kx + b
к положительному направлению оси OX равен k (острые
углы, отложенные от оси OX по часовой стрелке, счита-
ются отрицательными).

i.

Докажите, что прямые y = k1x+ b1 и y = k2x+ b2 с нену-
левыми угловыми коэффициентами k1 и k2 перпендику-
лярны, если и только если k1k2 = −1.

ii.

Получите критерий перпендикулярности прямых a1x +
+ b1y + c1 = 0 и a2x+ b2y + c2 = 0.

iii.

3. Докажите, что прямая, проходящая через две различные точ-
ки с координатами (x1, y1) и (x2, y2), задаётся уравнением

x− x1

x2 − x1

=
y − y1

y2 − y1

,

если нулей в знаменателе не возникает.
Обычно принимают соглашение записывать в таком виде и
прямые, параллельные какой-нибудь из координатных осей. В
таком формально записанном равенстве числитель и знаме-
натель одной из дробей равны нулю.

4. В треугольнике ABC известны координаты середин сторон:
A1(2, 3), B1(0, 7) и C1(−2, 5). Составьте уравнения прямых, со-
держащих стороны треугольника.

5. При каких значениях a прямые ax − 4y = 6 и ax − ay = 3
перпендикулярны?

6. Найдите угол между прямыми 2x+ y = 3 и 7x+ 9y = 1.
7. Точка (3,−2) является вершиной квадрата, а точка (4,−3) —

точкой пересечения его диагоналей. Составьте уравнения сто-
рон квадрата.

8. Даны две прямые 3x− 2y − 1 = 0 и x+ 3y − 2 = 0, а также их
точка пересечения P .
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Докажите, что при любых α и β таких, что α2 + β2 6= 0,
уравнение α(3x−2y−1)+β(x+3y−2) = 0 задаёт прямую,
проходящую через P .

i.

Докажите, что для любой прямой, проходящей через P ,
можно найти такие числа α и β, что эта прямая задаётся
уравнением α(3x− 2y − 1) + β(x+ 3y − 2) = 0.

ii.

9. Найти координаты образа точки (x0, y0) при ортогональной
проекции на прямую 2x− 3y + 6 = 0.

10. Составьте уравнение прямой, симметричной прямой 3x − y +
+ 5 = 0 относительно прямой x+ y = 1.

11. В равнобедренном прямоугольном треугольнике провели ме-
диану к катету, а затем из вершины прямого угла опустили
перпендикуляр на эту медиану. Найдите, в каком отношении
продолжение перпендикуляра делит гипотенузу треугольника.

12. Две медианы треугольника лежат на прямых с уравнениями
x + y = 3 и 2x + 3y = 1, а точка (1,1) — вершина A этого
треугольника. Составьте уравнения сторон треугольника.

13. Докажите, что расстояние от точки P (x0, y0) до прямой `, за-
данной уравнением ax + by + c = 0, вычисляется по формуле

ρ(P, `) =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2
.

14. Докажите, что при симметрии относительно прямой y = kx
точка (x0, y0) переходит в точку(

2ky0 − (k2 − 1)x0

k2 + 1
,

2kx0 + (k2 − 1)y0

k2 + 1

)
.

15. Докажите, что точка (2, 3) является центром окружности, ка-
сающейся трёх прямых с уравнениями 3x+4y = 8, 4x+3y = 7,
5x+ 12y = 20.

16. Докажите, что все прямые, задаваемые уравнениями 3x+αy+
+ 5 + 2α = 0 при различных α, проходят через общую точку.
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17. Пусть x0 6= 0 и y0 6= 0 — абсцисса и ордината точек пересечения
прямой Ax + By + C = 0 с осями OX и OY соответственно.

Докажите, что все прямые, для которых величина
1

x0

− 1

y0
фиксирована, проходят через одну общую точку.

18. На плоскости дана парабола y = x2 и касательная Ax + By +
+ C = 0 к этой параболе в точке (x0, x

2
0).

Докажите, что эта касательная имеет одинаковые углы с
вертикалью и с вектором из точки (x0, x

2
0) в точку (0, 1/4).

Замечание. Точка (0, 1/4) для параболы y = x2 называ-
ется фокусом: если луч света выпущен из этой точки, а
парабола изготовлена из отражающего материала, то по-
сле отражения луч окажется направлен вдоль вертикали.

i.

Как изменятся координаты фокуса, если вместо параболы
y = x2 рассматривать параболу y = ax2? А если y = ax2 +
+ bx+ c?

ii.

19. В треугольнике ABC вершина B имеет координаты (0, 0), а
вершина C — координаты (1, 0). Найдите такую функцию f(x),
заданную на интервале (0, 1), что точка A (с абсциссой из ин-
тервала (0, 1)) лежит на графике этой функции тогда и только
тогда, когда в треугольнике ABC медиана CC1 и биссектриса
BB1 пересекаются в точке, лежащей на высоте AA1.
Достаточно рассматривать только точки A из первой чет-
верти, т. е. искать f(x) > 0.

20. Пусть `1 и `2 — две различные прямые на плоскости. Докажи-
те, что эти прямые пересекаются тогда и только тогда, когда
для всякого ненулевого числа λ и всякой точки P , не лежащей
на обеих этих прямых, найдутся точки A1 ∈ `1 и A2 ∈ `2 такие,
что
−−→
PA2 = λ

−−→
PA1.

21. (Международная олимпиада): На диагоналях AC и CE пра-
вильного шестиугольника ABCDEF взяты точки M и N со-
ответственно так, что AM : AC = CN : CE = λ. Известно,
что точки B, M и N лежат на одной прямой. Найдите λ.
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Задача уже рассматривалась при изучении векторного ме-
тода в разделе 3.1.

22. (Азиатско-тихоокеанская олимпиада): ПустьABC — треуголь-
ник, D — основание высоты из вершины A. Пусть E и F —
точки на прямой, проходящей через D, такие, что AE ⊥ BE
и AF ⊥ CF , причем E и F отличны от D. Пусть M и N —
середины отрезков BC и EF соответственно. Докажите, что
AN ⊥ NM .

23. (Азиатско-тихоокеанская олимпиада): В треугольнике ABC
проведены медиана AM и биссектриса AN . Пусть Q и P —
точки пересечения перпендикуляра к прямой AN в точке N с
прямыми AM и AB соответственно, а O — точка, в которой
прямая AN пересекается с перпендикуляром к AB, восстанов-
ленным в точке P . Докажите, что QO ⊥ BC.
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3.6 Уравнение окружности

В этом разделе внимание уделяется задачам, в которых удобно
использовать метод координат и уравнения некоторых окружно-
стей.
Уравнение окружности в прямоугольной декартовой системе ко-
ординат имеет вид:

(x− x0)2 + (y − y0)2 = r2,

где точка (x0, y0) — центр этой окружности, а r — её радиус. В
самом деле, по формуле расстояния между двумя точками на ко-
ординатной плоскости (по теореме Пифагора) всякая точка (x, y),
удалённая от (x0, y0) на расстояние r, удовлетворяет этому урав-
нению, а больше никакие точки ему не удовлетворяют.
Отметим сразу, что часто к уравнению окружности удаётся прий-
ти с помощью преобразований из более общего уравнения:

x2 + y2 + 2Ax+ 2By + C = 0.

Это уравнение не при любых значениях параметров A, B и C
задаёт окружность. В самом деле, выделим полные квадраты и
перепишем его в виде

(x+ A)2 + (y +B)2 = −C + A2 +B2.

Если в правой части стоит положительное число, то исходное
уравнение и в самом деле является уравнением окружности, но
при нулевой или отрицательной правой части могут получиться
как одна единственная точка на плоскости, так и пустое мно-
жество (иногда этот случай называют «мнимая окружность», но
никакая точка плоскости такому уравнению не удовлетворяет).
Значение функции f(x, y) = (x−x0)2 +(y−y0)2− r2 в точке (x, y)
имеет вполне конкретный геометрический смысл. Окружность
задаётся уравнением f(x, y) = 0, но при подстановке координат
произвольной точки, не обязательно лежащей на окружности, в
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качестве аргументов функции f , мы получим разность квадра-
тов расстояния до центра окружности и радиуса этой окружно-
сти. Напомним, что так определялась степень точки относитель-
но окружности, поэтому для точки P (x′, y′) и окружности ω, за-
данной уравнением f(x, y) = (x−x0)2+(y−y0)2−r2 = 0, величина
f(x′, y′) = powω P .

Определение 3.6.1. Угол между двумя пересекающимися окруж-
ностями — это угол между касательными, проведёнными к дан-
ным окружностям в их точке пересечения.

С помощью угла между окружностями естественным образом
определяются и ортогональные окружности. В задаче 12 чита-
телю предлагается обосновать критерий ортогональности двух
окружностей:

Теорема 3.6.1. Пусть уравнения

x2 + y2 + 2A1x+ 2B1y + C1 = 0 и x2 + y2 + 2A2x+ 2B2y + C2 = 0

задают окружности. Равенство A1A2 + B1B2 =
1

2
(C1 + C2) —

критерий ортогональности этих двух окружностей.

Применим этот критерий для решения следующей задачи:

Задача 3.6.1. Найти уравнение окружности, ортогональной
x2 + y2 − 4x + 2y − 11 = 0 и проходящей через точки с коор-
динатами (0, 0) и (1, 1).

Решение. Подставим в уравнение иско-
мой окружности x2 + y2 + 2Ax+ 2By +
C = 0 точки (0, 0) и (1, 1) и получим,
что C = 0, а A + B = −1. Теперь ис-
пользуем указанный выше критерий ор-

тогональности: −2A+B = −11

2
. Решая

получившуюся систему линейных урав-
нений, находим неизвестные коэффици-

енты: A =
3

2
, B = −5

2
.



129 Уравнение окружности

Получаем уравнение искомой окружности: x2 + y2 + 3x− 5y = 0

или
(
x+

3

2

)2

+

(
y − 5

2

)2

=
34

4
. �

Задача 3.6.2. Получите уравнение касательной к окружности,
заданной уравнением (x− x0)2 + (y− y0)2 = r2, проходящей через
точку (x1, y1), лежащую на этой окружности.

Решение. Можно взять в качестве нормального вектора к этой

прямой вектор ~n =

(
x0 − x1

y0 − y1

)
. Тогда искомая прямая задаётся

уравнением
(x0 − x1)x+ (y0 − y1)y + C = 0,

причём точка (x1, y1) лежит на ней. Подставим координаты этой
точки в уравнение и вычислим C:

(x0 − x1)x1 + (y0 − y1)y1 + C = 0,

откуда получаем уравнение касательной в форме

(x0 − x1)(x− x1) + (y0 − y1)(y − y1) = 0.

�

Задачи
1. В квадрат вписана окружность. Докажите, что сумма квадра-

тов расстояний от любой точки окружности до вершин квад-
рата имеет одно и то же значение для всех точек окружности.

2. Окружность проходит через точки (7, 8) и (9, 2). Найдите её
радиус, если:

её центр лежит на прямой 2x+ y = 4;i.

она касается прямой 2x+ y = 4.ii.

3. На окружности x2 + y2 = 1 выбраны две различные точки
(x1, y1) и (x2, y2). Вычислите координаты точки пересечения
касательных к окружности, проходящих через эти две точки.
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4. Докажите, что существует по крайней мере одна окружность,
равноудалённая от заданных четырёх точек, если:

эти четыре точки лежат в одной плоскости, но не лежат
на одной прямой;

i.

эти четыре точки по-прежнему не лежат на одной прямой,
но выбраны в трёхмерном пространстве.

ii.

5. Числа x и y удовлетворяют соотношению
√
x +
√
y = x + y.

Найдите наибольшее возможное значение x.
6. Пусть A и B — две различные точки на плоскости. Найдите

множество всех точек M таких, что AM2 + BM2 = k2, где
k — заданное число.

7. ПустьA,B и C — три различные точки на прямой,B делитAC
в отношении 2 : 1, считая от вершины A. Найдите множество
всех точек M таких, что AM2 + BM2 + CM2 = k2, где k —
заданное число.

8. Даны две неконцентрические окружности ω1 и ω2 с центрами
O1 и O2 и радиусами R1 и R2 соответственно. Найдите множе-
ство всех точек X, для которых powω1

X = powω2
X.

Замечание. Эта задача уже решалась и подробно обсуждалась
в разделе 1.11 о степени точки.

9. Даны две окружности, заданные уравнениями x2 + y2 = 5 и
x2 + y2 = x. Докажите, что если α пробегает всё множество
вещественных чисел, кроме α = −1, то уравнения (x2+y2−5)+
+α(x2 +y2−x) = 0 задают все возможные окружности, прохо-
дящие через общие точки первых двух окружностей. Отдель-
но рассмотрите случай α = −1 и дайте его геометрическую
интерпретацию.

10. Две окружности с различными радиусами r и R касаются
внешним образом. Прямая проходит через их общую точку
и отсекает на окружностях две другие точки B и C. Докажи-
те, что при повороте прямой BC относительно точки касания
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окружностей середина отрезка BC перемещается по окружно-
сти. Вычислите её радиус.

11. Треугольник ABC вписан в окружность радиуса R. На сто-
ронах AB и AC отметили соответственно точки M и N , де-
лящие эти стороны в отношении AM : MB = AN : NC = 3.
Докажите, что если точка A движется по описанной окружно-
сти треугольника ABC (при фиксированных точках B и C),
то точка пересечения отрезков BN и CM также движется по
окружности. Вычислите её радиус.

12. Докажите, что пересекающиеся окружности, заданные урав-
нениями x2 + y2 + 2A1x + 2B1y + C1 = 0 и x2 + y2 + 2A2x +
+ 2B2y + C2 = 0 ортогональны (угол между ними равен 90◦)

тогда и только тогда, когда A1A2 +B1B2 =
1

2
(C1 + C2).

13. (МФТИ): Окружность, центр которой лежит вне квадрата
ABCD, проходит через точки B,C. Найдите угол между ка-
сательными к окружности, проведенными из точки D, если
отношение длины стороны квадрата к диаметру окружности

равно
3

5
.

14. Точка A взята внутри окружности. Для каждой хорды окруж-
ности, проходящей через A, построим точку пересечения ка-
сательных к этой окружности, проведенных в концах хорды.
Докажите, что все эти точки пересечения лежат на одной пря-
мой.

15. Пусть A и B — пара различных точек, а k > 0 и k 6= 1.

(Окружность Апполония): Докажите, что множество то-
чек P на плоскости таких, что PA/PB = k есть окруж-
ность с центром на прямой AB.

i.

(Овалы Кассини): Изобразите на плоскости множество
точек P таких, что PA·PB = k. Какие случаи возможны?

ii.

16. (Международная олимпиада) A, B, C, D — четыре различные
точки на прямой в указанном порядке. Окружности с диамет-



Уравнение окружности 132

рами AC и BD пересекаются в точках X и Y . Прямая XY
пересекает BC в Z. Пусть P — точка на отрезке XY , отлич-
ная от Z. Прямая CP пересекает окружность с диаметром AC
в точках C и M , а прямая BP пересекает окружность с диа-
метром BD в точках B и N . Докажите, что AM , DN , XY
пересекаются в одной точке.



133 Векторное произведение

3.7 Векторное произведение

В этом разделе изучается ещё один вид произведения векторов. В
отличие от скалярного умножения, результатом которого являет-
ся число (скаляр), результатом векторного произведения являет-
ся вектор, причём речь идёт непременно о произведении двух век-
торов трёхмерного пространства и о результате — векторе трёх-
мерного пространства. Тем не менее, в этой книге изучается в
основном планиметрия, и поэтому рассматривать мы будем век-
торное произведение с точки зрения применения к планиметри-
ческим задачам.
Векторное произведение позволяет быстро вычислять площади
треугольников и параллелограммов, а также проверять коллине-
арность точек. Перейдём к определениям.

Определение 3.7.1. Векторным произведением двух векторов
~a и ~b в трёхмерном пространстве называется такой вектор (обо-
значаемый ~a×~b или [~a,~b]), что:

1. он равен нулю, если хотя бы один из сомножителей равен
нулю;

2. если оба сомножителя нулю не равны, то его длина числен-
но равна |~a| · |~b| · sin∠(~a,~b);

3. этот вектор направлен перпендикулярно плоскости, содер-
жащей векторы ~a и ~b таким образом, что кратчайший пово-
рот от конца ~a к концу ~b совершается против часовой стрел-
ки, если смотреть с конца вектора ~a×~b.

Из определения ясно, что ~a×~b = −~b×~a. Отметим, что последний
пункт иногда формулируют так: векторы ~a, ~b и ~a × ~b образуют
правую тройку.
Итак, если заданы два ненулевых вектора, то площадь паралле-
лограмма, построенного на них, может быть вычислена как мо-
дуль их векторного произведения, а если окажется, что их век-
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торное произведение равно нулю, то это будет означать, что та-
кие векторы коллинеарны. Более того, векторное произведение
также имеет направление, отражающее «ориентацию» паралле-
лограмма, построенного на векторах ~a и~b: если для двух паралле-
лограммов в одной плоскости, построенных на различных парах
векторов этой плоскости, кратчайшие повороты от конца одного
вектора к концу другого вокруг их общего начала совершаются в
противоположных направлениях, то векторные произведения бу-
дут, конечно, оба ортогональны плоскости, но направлены в про-
тивоположные стороны. По этому поводу часто говорят, что век-
торное произведение представляет собой ориентированную пло-
щадь соответствующего параллелограмма.

Оказывается, что можно записать достаточно компактные фор-
мулы, выражающие координаты ~a × ~b через координаты сомно-
жителей. Для этого удобно ввести понятие определителя размер-
ности 2 и определителя размерности 3.

Определение 3.7.2. Пусть a11, a12, a21, a22 — четыре числа.

Определителем
∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ называется число a11a22 − a12a21.

Определение 3.7.3. Пусть a11, a12, a13, a21, a22, a23, a31, a32,

a33 — девять чисел. Будем называть определителем

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
число

a11

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣ .
По аналогии вводится определитель 3 × 3 для случая, когда в
первой строке стоят три вектора (только на этот раз результатом
окажется уже вектор, а не число):∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = ~e1

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− ~e2

∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣+ ~e3

∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣ .
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Нетрудно заметить, что определитель 2 × 2 равен нулю тогда и
только тогда, когда его столбцы (или его строки), понимаемые
как координаты двух векторов на плоскости, задают коллине-
арные векторы. Похожее утверждение можно сформулировать и
для определителя 3×3: он равен нулю тогда и только тогда, когда
один из его столбцов (или его строк), понимаемый как вектор в
трёхмерном пространстве, раскладывается в сумму двух других
с некоторыми коэффициентами.
Оказывается, что с помощью определителя можно сразу выпи-
сать выражение для векторного произведения. Пусть в простран-
стве задан ортонормированный базис ~i,~j, ~k, а векторы ~a и ~b за-

даются в нём координатными столбцами

a1

a2

a3

 и

b1

b2

b3

. Тогда

векторное произведение этих двух векторов можно вычислять по
формуле:

[~a,~b] =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ .
Раскрыв возникающие определители 2 × 2, мы получим коорди-
наты (трёхмерного) вектора ~a×~b: он равен

~i(a2b3 − a3b2) +~j(a3b1 − a1b3) + ~k(a1b2 − a2b1),

то есть задаётся столбцом

a2b3 − a3b2

a3b1 − a1b3

a1b2 − a2b1

 .

Из этой формулы, кстати, видно, что векторное произведение ли-
нейно по обоим сомножителям: для произвольных чисел α, β, γ
и векторов ~a, ~b и ~c выполнено

(α~a+ β~b)× ~c = α(~a× ~c) + β(~b× ~c),

~a× (β~b+ γ~c) = β(~a×~b) + γ(~a× ~c).
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Ясно, что векторное произведение определено однозначно: его
определение фиксирует как его длину, так и его направление.
Поэтому для доказательства формулы векторного произведения
через определитель и координаты векторов-сомножителей доста-
точно проверить, что в результате подсчёта по указанной форму-
ле получается вектор, удовлетворяющий определению. Ортого-
нальность обоим сомножителям проверяется быстро, и мы сейчас
это сделаем.

Задача 3.7.1. Докажите, что вектор ~i(a2b3 − a3b2) + ~j(a3b1 −
− a1b3) + ~k(a1b2 − a2b1) перпендикулярен обоим векторам ~a и ~b.

Решение. Покажем, например, что этот вектор перпендикулярен
~a =~ia1 +~ja2 +~ka3. Вычисляем скалярное произведение: a1(a2b3−
− a3b2) + a2(a3b1 − a1b3) + a3(a1b2 − a2b1) = 0, что и требовалось.
�

Тот факт, что длина вектора

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ равна площади парал-

лелограмма, натянутого на ~a и~b, менее очевиден. Доказательство
вынесено в задачи, но частный случай этого факта мы разберём.

Задача 3.7.2. Треугольник на плоскости задан своими коорди-
натами вершин A(0, 0), B(x1, y1), C(x2, y2). Вычислите его пло-
щадь.

Решение. Прямая, содержащая сторону AB, задаётся уравнением
y =

y1

x1

x, т. е. x1y − y1x = 0. Расстояние от точки C до этой пря-

мой равно
|x1y2 − y1x2|√

x2
1 + y2

1

. Площадь равна половине произведения

основания AB на высоту:

S =
1

2

√
x2

1 + y2
1 ·
|x1y2 − y1x2|√

x2
1 + y2

1

=
1

2
|x1y2 − y1x2|. �

Легко убедиться в том, что величина
1

2
(x1y2− y1x2) положитель-

на, когда кратчайший поворот вокруг начала координат от точки
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B к точке C происходит против часовой стрелки, и отрицательна,
когда этот поворот совершается в противоположном направле-
нии. Поэтому вектор ~k · (x1y2−y1x2) удовлетворяет всем пунктам
определения векторного произведения

−→
AB ×

−→
AC.

В задаче 1 предлагается обобщить эту формулу на случай, когда не
гарантируется, что одна из вершин совпадает с началом координат.
Это удобно сделать с помощью параллельного переноса на некоторый
вектор.
После решения задачи 1 формула для векторного произведения
обоснована для случая, когда у векторов ~a и ~b третья координата
(аппликата) равна нулю, т. е. оба эти вектора лежат на плос-
кости z = 0. Этого достаточно для решения практически всех
задач данного раздела, поскольку читателю предлагаются пла-
ниметрические задачи. Но для интересующегося общим случаем
читателя последняя задача этого раздела специально отведена
под трёхмерный случай и обоснование «полной» формулы для
вычисления векторного произведения с помощью определителя.
Покажем, как векторное произведение может быть эффективно
применено при решении чисто планиметрической задачи.

Задача 3.7.3. На сторонах треугольника ABC отмечены точ-
ки A1 ∈ BC, B1 ∈ CA, C1 ∈ AB так, что BA1 : A1C = CB1 :
: B1A = AC1 : C1B = 1 : 2. Докажите, что из отрезков AA1,
BB1 и CC1 можно составить треугольник, и вычислите его
площадь, если SABC = 1.

Решение. Нетрудно видеть, что сумма векторов

−−→
AA1 =

2

3

−→
AB +

1

3

−→
AC,

−−→
BB1 =

2

3

−−→
BC +

1

3

−→
BA,

−−→
CC1 =

2

3

−→
CA+

1

3

−−→
CB

равна нулю, поэтому треугольник из данных векторов сложить
можно. Вычисляем векторное произведение, по модулю равное
удвоенной площади этого треугольника:

−−→
AA1 ×

−−→
BB1 =

4

9

−→
AB ×

−−→
BC +

2

9

−→
AC ×

−−→
BC +

1

9

−→
AC ×

−→
BA =
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= −4

9

−→
BA×

−−→
BC − 2

9

−→
BA×

−−→
BC − 1

9

−→
AC ×

−→
AB = −7

9

−→
BA×

−−→
BC.

При вычислениях мы использовали, что при домножении сомно-
жителя в векторном произведении на (−1) всё векторное произ-
ведение также домножается на (−1), а также что

−→
AC ×

−−→
BC =

=
−→
CA ×

−−→
CB = −

−→
BA ×

−−→
BC, поскольку кратчайший поворот от

точки A к точке B вокруг точки C и кратчайший поворот от
A к C вокруг B проводятся в противоположных направлениях
(
−→
AC ×

−→
AB =

−→
BA ×

−−→
BC, поскольку направление поворота одно и

то же).
Отсюда заключаем, что площадь треугольника из отрезков AA1,
BB1, CC1 равна 7/9. �

В этом разделе будем обозначать через π3(~r) аппликату вектора ~r
в трёхмерном пространстве. Отметим, что иногда число π3(~a×~b)
называется псевдоскалярным или косым произведением векторов
~a и ~b.

Задачи
1. Получите формулу для вычисления площади треугольника,

вершины которого имеют координаты (x0, y0), (x1, y1) и (x2, y2).
2. Докажите, что прямая с направляющим вектором ~a и точкой с

радиусом-вектором ~p, лежащей на этой прямой, задаётся урав-
нением ~a× ~r(t) = ~a× ~p.
Зависит ли условие и решение задачи от того, рассматрива-
ется ли прямая на плоскости или в пространстве?

3. Для двух векторов ~a и~b на плоскости определим новый вектор

с координатами

(
~a ·~b

π3(~a×~b)

)
на той же плоскости. Докажите,

что он имеет с вектором
(

1
0

)
, направленным вдоль положи-

тельного направления оси OX, тот же угол, что и угол между
~a и ~b.
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4. Даны две прямые на плоскости, угол между которыми равен
45◦. Пусть ни одна из них не параллельна ни одной из коор-
динатных осей, а угловой коэффициент (число k в уравнении
прямой y = kx) одной из них в 6 раз меньше углового коэф-
фициента второй. Найдите эти угловые коэффициенты, если
оба они положительны.

5. Заданные векторы ~u и ~v перпендикулярны и оба имеют длину
1. Вычислите (. . . ((((~u × ~v) × ~v) × ~v) × ~v) . . . ), где умножение
на ~v происходит 2021 раз.

6. Пусть `1 и `2 — две прямые на плоскости, направляющие век-
торы и радиусы-векторы начальных точек которых равны со-
ответственно ~a1, ~a2, ~p1, ~p2. Обозначим ci = π3(~ai × ~pi), i = 1, 2.
Докажите, что радиус-вектор точки пересечения прямых на-

ходится по формуле
c1~a2 − c2~a1

π3(~a1 × ~a2)
.

7. Докажите, что площадь n-угольника A1A2 . . . An с вершина-
ми в точках (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn), упорядоченными по
часовой стрелке по периметру n-угольника, может быть вы-
числена по формуле

1

2
|(x1y2 + x2y3 + . . .+ xny1)− (y1x2 + y2x3 + . . .+ ynx1)| .

8. Даны прямоугольник WXY Z, различные точки A, B на сто-
роне WZ, а также точки C, D, E на сторонах WX, XY и
Y Z соответственно. Докажите, что площадь WXY Z равна

1

AB2

∣∣∣−→AB · −−→CE∣∣∣ · ∣∣∣−→AB ×−−→AD∣∣∣.
9. Дан выпуклый шестиугольник ABCDEF , противоположные

стороны которого попарно параллельны. Докажите, что пло-
щади треугольников ACE и BDF равны.

10. На листе бумаги нарисована координатная сетка. Лист сгиба-
ют вдоль некоторой прямой таким образом, что точки (6, 0) и
(0, 4) совмещаются. Найдите, с какой точкой совместится точ-
ка (13, 4).
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11. На сторонах BC, CA и AB треугольника ABC единичной
площади отмечены соответственно точки A1, B1, C1 так что
BC1 : C1A = AB1 : B1C = CA1 : A1B = k, где k ∈ [0, 1]. Дока-
жите, что из отрезков AA1, BB1 и CC1 можно составить тре-
угольник, и вычислите площадь этого треугольника. Найдите,
при каких k принимаются наибольшее и наименьшее значения
этой площади, и вычислите их.

12. Точка B лежит на отрезке AC. Треугольники ADB и BEC
лежат в одной полуплоскости относительно AC, причём AD ‖
‖ BE и DB ‖ EC. Пусть M — середина AC. Докажите, что
площадь треугольника DEM равна полусумме площадей тре-
угольников ADB и BEC.

13. В треугольнике ABC отмечены ортоцентр H и центр описан-
ной окружности O. Докажите, что среди площадей треуголь-
ников AOH, BOH, COH одна равна сумме двух других.

14. Дан квадрат ABCD и точка P внутри него. Во внешнюю
сторону треугольника APD построены квадраты APNM и
DPQR. Докажите, что SCPN = SBPQ.

15. В треугольнике ABC точки A1, B1 и C1 — середины сторон
BC, CA и AB соответственно. Точки N1 и N2 лежат на пря-
мой AB так, что

−−−→
C1N1 = −

−−−→
C1N2. Аналогичным образом опре-

деляются точки M1 и M2 на прямой CA и P1, P2 на прямой
BC. Докажите, что площади треугольниковN1M1P1 иN2M2P2

равны.
16. Прямая пересекает стороны BC, CA, AB треугольника ABC

или их продолжения в точках A1, B1, C1. Точки A2, B2, C2

симметричныA1,B1, C1 относительно середин сторонBC, CA,
AB соответственно. Докажите, что точки A2, B2, C2 лежат на
одной прямой.

17. (Теорема Гаусса): В выпуклом четырёхугольнике ABCD пря-
мые AB и CD пересекаются в точкеK, а прямые BC и AD — в
точке L. Пусть P и Q — середины диагоналей четырёхуголь-
ника ABCD. Докажите, что площади треугольников PQK и
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PQL равны между собой и равны четверти площади четырёх-
угольника ABCD.

18. Определим отображениеOr(A,B,C), сопоставляющее трём точ-
кам A, B, C на плоскости вектор

−→
AB ×

−→
AC. Докажите, что

Значение Or(·, ·, ·) не меняется при циклических переста-
новках точек: Or(A,B,C) = Or(B,C,A) = Or(C,A,B);

i.

При перемене местами любых двух аргументов значение
Or(·, ·, ·) домножается на (−1);

ii.

z-компонента вектора Or(A,B,C) положительна если и
только если обход вершин треугольника в порядке A →
→ B → C → A проводится против часовой стрелки, отри-
цательна, если и только если этот обход совершается по
часовой стрелке, и равна нулю если и только если точки
A, B, C лежат на одной прямой.

iii.

19. Докажите, что многоугольникA1A2 . . . An является выпуклым,
если и только если числа π3 (Or(Ak−1, Ak, Ak+1)) либо неотри-
цательны при всех k от 1 до n, либо неположительны (обход
вершин считается циклическим, т. е. A0 = An, An+1 = A1).

20. Даны два неколлинеарных вектора ~a и ~b на плоскости и неко-
торый вектор ~r. Как известно, ~r единственным образом рас-
кладывается по ~a и ~b, т. е. существуют единственным образом
определённые коэффициенты α и β такие, что ~r = α~a + β~b.
Выразите эти коэффициенты через ~a, ~b и ~r.

21. Докажите, что длина вектора ~i(a2b3 − a3b2) + ~j(a3b1 − a1b3) +

+~k(a1b2−a2b1) в пространстве равна площади параллелограм-
ма, построенного на векторах ~a и ~b как на сторонах (ai и bi —
координаты векторов ~a и ~b, i = 1, 2, 3).
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Глава 4

Неравенства и экстремумы
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4.1 Геометрические неравенства

Основное используемое в этом разделе утверждение — неравен-
ство треугольника:

Утверждение 1. В любом треугольнике длина любой стороны
меньше суммы длин двух других сторон.

Замечание. В некоторых курсах планиметрии это утверждение
принимают в качестве одной из аксиом (то есть утверждение не
доказывается), в других курсах — это теорема (то есть утвержде-
ние доказывается).

Теорема 4.1.1. (О длине ломаной): Длина ломаной больше рас-
стояния между её концами.

Эта теорема является прямым следствием утверждения 1, если
применять его последовательно к парам соседних звеньев лома-
ной.

Задачи
1. Какое наименьшее значение может принимать периметр нерав-

нобедренного треугольника с целыми длинами сторон?
2. Известно, что в треугольнике ABC угол A равен 60◦. Дока-

жите, что AB + AC 6 2BC.
3. Докажите, что в любом многоугольнике найдутся две сторо-

ны, отношение которых заключено между числами 1/2 и 2.
4. Докажите, что сумма диагоналей выпуклого четырёхугольни-

ка меньше его периметра, но больше полупериметра.
5. В равнобедренном треугольнике ABC на основании BC взята

точка D, а на боковой стороне AB — точки E и M так, что
AM = ME и отрезок DM параллелен стороне AC. Докажите,
что AD +DE > AB +BE.
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6. Рассматривается многоугольник. Для каждой стороны поде-
лим её длину на сумму длин всех остальных сторон. Затем
сложим все получившиеся дроби. Докажите, что полученная
сумма будет всегда меньше 2.

7. Сколько сторон может иметь выпуклый многоугольник, все
диагонали которого равны?

8. Три гнома живут в разных домах на плоскости и ходят со
скоростями 1, 2 и 3 км/ч соответственно. Какое место для
ежедневных встреч им следует выбрать, чтобы сумма времён,
необходимых каждому из гномов на путь от своего дома до
этого места (по прямой) была наименьшей?

9. Серединный перпендикуляр к стороне AB треугольника ABC
пересекает отрезок AC в точке K, причём точка K делит ло-
маную ACB на две части равной длины. Докажите, что тре-
угольник ABC — равнобедренный.

10. Дан вписанный четырёхугольник ABCD, в котором BC =
= CD. Точка E — середина диагонали AC. Докажите, что
BE + ED > AC.

11. В прямоугольник вписан четырёхугольник (на каждой сто-
роне прямоугольника по одной вершине четырёхугольника).
Докажите, что периметр четырёхугольника не меньше удво-
енной диагонали прямоугольника.

12. На основании AC равнобедренного треугольника ABC выбра-
ли точку D, а на продолжении AC за вершину C — точку E,
причём AD = CE. Докажите, что BD +BE > AB +BC.

13. Существует ли точка, удалённая от вершин некоторого квад-
рата на расстояния 1, 5, 7, 8?

14. Докажите, что из сторон произвольного четырёхугольника мож-
но сложить трапецию.

15. Отрезки AB и CD длины 1 пересекаются в точке O, причём
∠AOC = 60◦. Докажите, что AC +BD > 1.

16. Даны n точек A1, A2, . . . , An и окружность радиуса 1. Докажи-
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те, что на окружности можно выбрать точку M , для которой
MA1 +MA2 + . . .+MAn > n.

17. Дана замкнутая ломаная, причём любая другая замкнутая ло-
маная с теми же вершинами имеет длину больше, чем у дан-
ной. Докажите, что такая ломаная не может иметь самопере-
сечений.

18. В некотором лесу расстояние между каждыми двумя деревья-
ми не превосходит разности их высот. Все деревья имеют вы-
соту меньше 100 м. Докажите, что этот лес можно огородить
забором длиной 200 м.

19. Найдите наибольшую длину ломаной, все узлы которой явля-
ются вершинами правильного шестиугольника со стороной 1,
а самопересечения возможны только в узлах этой ломаной.

20. (Оптическое свойство эллипса): Даны эллипс с фокусами F1,
F2 и точка A, лежащая на нём. Докажите, что углы между
касательной к эллипсу в точкеA с отрезкамиAF1 иAF2 равны.
Напомним определение эллипса, данное ранее в задаче 17 раз-
дела 1.5. Эллипсом называется геометрическое место точек
M плоскости, сумма расстояний от которых до двух дан-
ных точек F1 и F2 постоянна: MF1 + MF2 = const, причём
константа в правой части больше длины отрезка F1F2.
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4.2 Экстремальные задачи: классический под-
ход

В этом разделе в основном по-прежнему используется неравен-
ство треугольника. Помимо этого принимаются без доказатель-
ства два утверждения о кратчайших расстояниях. Эти утвержде-
ния не являются аксиомами, но их доказательство выходит за
рамки школьной программы.

Теорема 4.2.1. Кратчайшее расстояние между двумя точка-
ми — это длина отрезка между ними.

В качестве первого следствия мы можем получить следующий
(также интуитивно понятный) факт:

Теорема 4.2.2. Кратчайшее расстояние между двумя точка-
ми — это длина отрезка между ними.

Под кратчайшим расстоянием от точки до прямой понимается
минимальное расстояние от данной точки до какой-либо точки
прямой. Для доказательства теоремы 4.2.2 достаточно применить
теорему 4.2.1 тот факт, что катеты в прямоугольном треугольни-
ке меньше гипотенузы.
Другое следствие – длина любой ломаной не больше расстояния
между её концами. Это утверждение может быть доказано эле-
ментарными методами с помощью неравенства треугольника. В
теоремах выше речь идёт о более общей ситуации, когда меж-
ду двумя точками рассматриваются кривые, обладающие длиной
(т. н. спрямляемые кривые). Это понятие, впрочем, не будет ис-
пользоваться в данной книге, и потому здесь не поясняется.

Определение 4.2.1. Экстремум — это максимум или минимум.

Для поиска экстремума какой-либо геометрической величины и
доказательства, что найденная величина — в самом деле экстре-
мальна, иногда можно применить серию симметрий или других
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движений с тем, чтобы рассматриваемую величину свести к рас-
стоянию между двумя точками или расстоянию от точки до пря-
мой.

Задача 4.2.1. На координатной плоскости ниже оси OX рас-
положена река, а выше — берег. Точки A(x0, y0) и B(x1, y1) име-
ют положительные ординаты и различные абсциссы. В точке
A находится человек с пустым ведром, а в точке B разгорелся
огонь. По какой траектории человеку следует двигаться, чтобы
зачерпнуть воды в реке (коснувшись области, где течёт река)
и потушить огонь в точке B так, чтобы пройти при этом
наименьшее расстояние?

Решение. Отразим точку B относительно берега реки в точку
B′(x1,−y1). Соединим A с B′ отрезком, а затем всю его часть,
«попавшую в реку», отразим обратно. Докажем, что получен-
ная траектория — оптимальная. В самом деле, возьмём любую
другую траекторию, начинающуюся в A, пересекающую ось OX
и заканчивающую путь в точке B. Отразим всю её часть после
первого пересечения с OX относительно этой оси, получим тра-
екторию из A в B′, причем той же длины. Если она не совпадает
с отрезком между этими точками, то её длина больше длины от-
резка AB′. �
В задачах ниже предлагаются вариации этой идеи, а также се-
рия задач, в которых доказать экстремальность некоторого пути
возможно чисто классическими методами (без перехода к анали-
тическим выкладкам).

Задачи

1. Деревни A и B разделены рекой, берега которой — параллель-
ные прямые. Где на реке нужно поставить мост, чтобы путь
из одной деревни в другую был наименьшим (мост перпенди-
кулярен берегам реки)?
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2. Дан прямоугольный треугольник ABC и точка P внутри него.
Постройте траекторию минимальной длины внутри треуголь-
ника ABC такую, чтобы она начиналась в точке P , заканчи-
валась на гипотенузе AC и содержала бы хотя бы по одной
точке на каждой стороне треугольника.

3. Дан квадрат ABCD. Найдите все точки на его границе, для
которых сумма расстояний до вершин принимает наименьшее
значение.

4. Постройте для заданного прямоугольника четырёхугольник
наименьшего периметра, вписанный в этот прямоугольник (вер-
шины четырёхугольника лежат по одной на четырёх сторонах
прямоугольника).

5. Внутри угла дана точкаM . Найдите на сторонах угла точки A
и B такие, что периметр треугольника MAB — наименьший.

6. На одной стороне острого угла даны точки A и B. Найдите на
другой его стороне точку C, из которой отрезок AB виден под
наибольшим углом.

7. Внутри угла дана точка M . Найдите такую прямую, проходя-
щую через M , чтобы она отсекала от угла треугольник наи-
меньшей площади.

8. На плоскости дан выпуклый четырехугольник. Найдите точ-
ку, сумма расстояний от которой до его вершин наименьшая.

9. Докажите, что сумма расстояний от произвольной точки внут-
ри треугольника до его вершин больше, чем полупериметр, но
меньше, чем периметр.

10. Внутри угла даны две точкиM и N . Найдите на сторонах угла
точки A иB (по одной на каждой стороне) такие, что периметр
четырехугольника с вершинами M , N , A, B — наименьший.

11. В пространстве даны точки A, B и прямая `. Найдите на пря-
мой ` такую точку C, что сумма длин AC+CB — наименьшая.

12. На плоскости даны прямая и две точки A и B по разные сторо-
ны от неё. Найдите такую точку C на прямой, чтобы разность
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AC −BC по модулю принимала наибольшее значение.
13. Дан квадрат ABCD со стороной 6. На отрезках AB и AD вы-

браны точки P и Q соответственно, причём AP = 2, AQ = 3.
Поставьте по одной точке на оставшихся двух сторонах так,
чтобы периметр получившегося четырёхугольника был мини-
мальным. Найдите этот периметр.

14. Дан прямоугольный параллелепипед 30 × 12 × 12. Найдите
кратчайшее расстояние по поверхности параллелепипеда меж-
ду двумя точками на гранях, симметричными относительно её
центра. К примеру, между точками (0, 6, 1) и (30, 6, 11) в под-
ходящей системе координат.

15. Точка Торричелли (точка Ферма): На сторонах остроугольно-
го треугольника ABC во внешнюю сторону построены равно-
сторонние треугольники ABC1, BCA1, CAB1. Докажите, что
точка T пересечения прямых AA1, BB1 и CC1 является той
точкой плоскости, для которой сумма расстояний до вершин
треугольника ABC принимает наименьшее значение.
Рекомендуется обратиться сначала к задаче 18 в разделе 2.1
о движениях на плоскости.

16. (Теорема об ортотреугольнике): ОртотреугольникA1B1C1 ост-
роугольного треугольника ABC — это треугольник, вершины
которого — основания высот треугольника ABC.

Докажите, что в ортотреугольнике высоты треугольника
ABC являются биссектрисами.

i.

Докажите, что из всех треугольников A′B′C ′, вершины
которого лежат на сторонах треугольника ABC, наимень-
ший периметр имеет ортотреугольник A1B1C1.

ii.

17. Дан равносторонний треугольник ABC и точка P вне этого
треугольника.

Докажите, что если точка P не лежит на описанной окруж-
ности треугольника ABC, то из отрезков AP , BP , CP
можно составить треугольник.

i.
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(Теорема Помпею): Докажите, что если точка P лежит
на описанной окружности треугольника ABC, то один из
отрезков AP , BP , CP равен сумме двух других.

ii.

18. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность, а E — точка
пересечения его диагоналей. Точки P , Q, R и S лежат на от-
резках AB, BC, CD и DA соответственно, причем EP ⊥ AB,
EQ ⊥ BC, ER ⊥ CD, ES ⊥ DA. Докажите, что четырёх-
угольник PQRS имеет наименьший периметр среди всех че-
тырёхугольников, вершины которого лежат на сторонах четы-
рёхугольника ABCD.

19. (США): Внутри заданного угла с вершиной A выбрана точка
X. Проведите через X отрезок BC с концами на сторонах угла

так, чтобы величина
1

XB
+

1

XC
была максимальна.
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4.3 Экстремальные задачи: аналитический под-
ход

В этом разделе рассматриваются задачи на поиск экстремума в
геометрических конструкциях, для решения которых оказывает-
ся удобным переход к алгебраическим задачам, сведение задачи к
поиску экстремума некоторой функции, включая, возможно, ме-
тод координат, тригонометрию, векторы или классические нера-
венства о среднем. Для исследования функции на экстремум мо-
жет быть удобно применить технику дифференцирования, кото-
рая предполагается известной читателю. Приведём ряд довольно
часто применяемых неравенств и случаи, в которых в этих нера-
венствах достигается равенство.

Теорема 4.3.1. (Неравенство между средним арифметическим,
средним геометрическим и средним квадратическим): Для вся-
ких неотрицательных чисел x1, . . . , xn√

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n

n
>
x1 + x2 + . . .+ xn

n
> n
√
x1 · x2 · . . . · xn,

причём равенство достигается лишь на наборах равных значе-
ний переменных: x1 = x2 = . . . = xn. Левое неравенство (между
средним квадратическим и средним арифметическим) справед-
ливо и в том случае, если часть переменных отрицательны.

Теорема 4.3.2. (Неравенство Коши-Буняковского-Шварца): Для
всяких чисел x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn выполнено

(x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n)(y2

1 + y2
2 + . . .+ y2

n) > (x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn)2,

причем равенство достигается лишь при пропорциональных на-
борах xk и yk, т. е. лишь если ∃α ∈ R : ∀k xk = αyk или
∃β ∈ R : ∀k yk = βxk.

Геометрический смысл неравенства Коши-Буняковского-Шварца:
для векторов на плоскости это неравенство означает, что скаляр-
ное произведение двух векторов (в двумерном случае — величина
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x1y1 + x2y2, а в трёхмерном, соответственно, x1y1 + x2y2 + x3y3)
не превосходит по модулю произведения длин этих векторов. В
таком геометрическом смысле можно рассматривать и неравен-
ство в его общей форме, но векторы необходимо рассматривать
уже в n-мерном пространстве. Эта идея не применяется в данной
книге, и потому дальнейшие пояснения здесь не приводятся.

Задачи
1. Среди всех треугольников заданного периметра найдите

треугольник наибольшей площади.
i.

Среди всех треугольников заданной площади найдите тре-
угольник наименьшего периметра.

ii.

Среди всех треугольников со стороной a и противолежа-
щим углом α найдите треугольник с наибольшим периметром.

iii.

Чему равен максимум величины AC2+AB2 для треуголь-
ников ABC с фиксированными стороной a = BC и углом
α = ∠BAC?

iv.

2. Среди всех прямоугольников заданного периметра найди-
те прямоугольник наибольшей площади.

i.

Среди всех прямоугольных параллелепипедов заданной
площади поверхности найдите параллелепипед наиболь-
шего объёма.

ii.

3. Докажите, что среди всех вписанных в окружность n-угольников
наибольшую площадь имеет правильный n-угольник.

4. Среди всех трапеций, вписанных в данную окружность и име-
ющих одним из своих оснований диаметр окружности, найди-
те трапецию наибольшего периметра.

5. Среди всех прямоугольных треугольников найдите (с точно-
стью до подобия) тот, для которого отношение радиуса впи-
санной окружности к радиусу описанной окружности макси-
мально. Вычислите это отношение.
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6. Найдите высоту и радиус основания цилиндра наибольшего
объёма, вписанного в шар единичного радиуса.

7. (Теорема Лейбница): Пусть G — точка пересечения медиан
треугольника ABC. Докажите, что для любой точки X на
плоскости справедливо соотношение XA2 + XB2 + XC2 =
= 3XG2 + AG2 +BG2 + CG2.

8. Найдите внутри треугольника точку, сумма квадратов рассто-
яний от которой до вершин треугольника минимальна.

9. Среди треугольников, вписанных в данную окружность, най-
дите (с точностью до движения) тот, у которого максимальна
сумма квадратов длин сторон.

10. Прямоугольный лист бумаги с вершинами ABCD и меньшей
стороной AD = 1 сворачивают вдоль прямойXY , гдеX лежит
на стороне AD, а Y лежит на стороне DC. Оказалось, что
точка D попала после сворачивания на сторону AB. Найдите
наименьшую возможную площадь треугольника DXY .

11. (Принцип Ферма и закон Снеллиуса): Рассмотрим координат-
ную плоскость с выделенной прямой — осью OX. Точка мо-
жет двигаться в верхней полуплоскости только со скоростью
v1, а в нижней полуплоскости только со скоростью v2. Найдите
траекторию движения из заданной точки A с положительной
ординатой в заданную точку B с отрицательной ординатой,
занимающую наименьшее время.

12. Корабль плывёт по каналу, представляюще-
му угол (см. рисунок). Обе стороны угла в
этом канале имеют одну и ту же ширину h.
Считая, что корабль представляет собой пря-
молинейный отрезок, а толщина его прене-
брежимо мала, вычислите наибольшую воз-
можную длину L корабля, который может
проплыть через такой канал (повернуть, не застряв внутри
угла).
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13. Найдите максимум функции f(x, y, z) =
2x− y + 4z√
x2 + y2 + z2

и опи-

шите точки пространства, в которых этот максимум достига-
ется.

14. Три прямые параллельны оси OX и проходят через точки
(0, 0), (0, 28), (0, 36). Треугольник ABC равнобедренный с вер-
шинами на этих прямых, AC = BC, причем C имеет наимень-
шую ординату из всех трёх вершин. Найдите, какую мини-
мальную площадь может иметь треугольник ABC.

15. Две концентрические окружности имеют радиусы R и 2R. Рас-
сматриваются всевозможные треугольникиAOC, гдеO — центр
окружностей, а точки A и B лежат на различных окружно-
стях. Пусть высота, проведенная к стороне AB в таком тре-
угольнике имеет длину h. Найдите наибольшее возможное от-

ношение
h

AB
.

16. (МФТИ): Какая наименьшая площадь может быть у треуголь-
ника AOC, вершина O которого лежит на катете BC прямо-
угольного треугольника ABC и является центром окружности
радиуса R, касающейся гипотенузы AC и проходящей через
точку B?

17. (МФТИ): Задан куб ABCDA1B1C1D1 с ребром длины 1. Най-
дите площадь сечения куба плоскостью, проходящей через вер-
шину B1 и параллельной прямой A1C1, у которой площадь
проекции сечения на плоскость A1C1A максимальна.

18. (МФТИ): ABCDA1B1C1D1 — прямоугольный параллелепи-
пед, внутри которого расположены два шара ω1 и ω2, касающи-
еся друг друга внешним образом; кроме того, шар ω1 касается
граней ABCD, ABB1A1, ADD1A1, а шар ω2 касается граней
A1B1C1D1, BCC1B1, CDD1C1. Известно, что AB = 6 −

√
2,

A1D1 = 6+
√

2, CC1 = 6. Найдите расстояние между центрами
шаров ω1 и ω2. Найдите наибольший и наименьший суммар-
ный объём шаров.
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Глава 5

Массы и барицентры
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5.1 Геометрия масс

Рассмотрим систему точек X1, . . . , Xn с приписанными им неот-
рицательными числами m1, . . . , mn. Будем называть эти числа
массами, расположенными в указанных точках, а всю систему
масс (совокупность точек и чисел, приписанных этим точкам)
будем записывать в виде (X1,m1), . . . , (Xn,mn).

Определение 5.1.1. Точка O называется центром масс системы

(X1,m1), . . . , (Xn,mn), если
n∑
k=1

mk

−−→
OXk =

−→
0 .

В задаче 1 требуется показать, что для всякой конечной систе-
мы точек с неотрицательными массами существует единственный
центр масс. При этом по ходу доказательства можно также по-
лучить и выражение для вектора из произвольного полюса X в
центр масс O:

−→
O =

1∑n
k=1 mk

n∑
k=1

mk

−→
Xk.

Читатель, знакомый с выражением для координаты центра масс в фи-
зике, увидит в этом выражении знакомую формулу.
Центры масс часто удобно находить, пользуясь теоремой о пере-
группировке:

Теорема 5.1.1. Центр масс системы не изменится, если часть
масс заменить на одну, равную сумме масс этой части, распо-
ложенную в их центре масс.

Полезен частный случай этой теоремы, называемый иногда пра-
вилом рычага или теоремой о рычаге:

Теорема 5.1.2. Центр масс O системы (A, a), (B, b) из двух
масс делит отрезок AB в отношении AO : OB = b : a.

Эта теорема сразу следует из определения центра масс: в силу
векторного равенства a ·

−→
OA = −b ·

−−→
OB точка O лежит на прямой

AB, а длины векторов
−→
OA и

−−→
OB относятся как b : a. �
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Теоремы о перегруппировке и о рычаге позволяют находить цен-
тры масс сложных систем, «избавляясь» от масс по одной. При-
ведём, пожалуй, самый известный пример применения этой тех-
ники.

Задача 5.1.1. Докажите, что медианы треугольника пересека-
ются в одной точке и делятся этой точкой в отношении 2 : 1,
считая от вершины треугольника.

По этой причине точка пересечения медиан иногда называется цен-
тром масс треугольника.

Решение. Расположим в вершинах A, B, C треугольника ABC по
массе 1 (т. е. рассмотрим систему (A, 1), (B, 1), (C, 1)). Центр масс
точек A и B по правилу рычага расположен в середине C1 отрез-
ка AB. Пользуясь теоремой о перегруппировке, заменим массы
из A и B на одну, равную 2, лежащую в точке C1. При этом центр
масс всей системы не изменился, а масс осталось всего две: (C, 1)
и (C1, 2). По правилу рычага центр масс G системы делит CC1 в
отношении CG : GC1 = 2 : 1. Аналогично, перегруппировав дру-
гие пары масс вместо A и B, получаем, что центр масс исходной
системы также лежит и на других двух медианах, причем делит
их в том же отношении. �

Теперь разберём менее тривиальный (на первый взгляд) пример.
Его продолжение приведено в задаче 3.

Задача 5.1.2. В треугольнике ABC проведены отрезки AA1, BB1

(A1 лежит на отрезке BC, а B1 — на AC), пересекающиеся в
точке O. Отношения отрезков BA1 : A1C = 3 : 4, AO : OA1 =
= 1 : 2. Вычислите BO : OB1.

Решение. Расположим в B и C массы 4 и 3 соответственно. Тогда
A1 будет центром масс этих двух точек. Сгруппируем их в одну
массу 7 в A1 и поместим в A массу 14. Тогда O будет центром
масс системы. После этого вернём обратно массы из точки A1 в A
и B. Поскольку B1 — центр масс системы (A, 14) и (C, 3) (массы
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из A и C должны сгруппироваться в такую точку на AC, чтобы
она лежала на одной прямой с B и центром масс всей системы
O), можно сгруппировать массы из A и C в (B1, 17). По правилу
рычага BO : OB1 = 17 : 4. �

В большинстве предложенных задач нужно подходящим образом
выбрать систему масс, после чего использовать приведённые тео-
ремы о перегруппировке и о рычаге.

Задачи
1. Докажите, что для любой системы материальных точек суще-

ствует центр масс, причем ровно один.
2. Докажите теорему о группировке: центр масс системы не из-

менится, если часть масс заменить на одну, находящуюся в их
центре масс и равную их сумме.

3. Продолжение задачи 5.1.2. В треугольнике ABC проведены
отрезки AA1, BB1 (A1 лежит на отрезке BC, а B1 — на AC),
пересекающиеся в точке O. Отношения отрезков BA1 : A1C =
= 3 : 4, AO : OA1 = 1 : 2.

Найдите отношение AB1 : B1C.i.

В треугольнике провели также прямую CC1 (точка C1 ле-
жит на отрезке BC) так, что AC1 : C1B = 2 : 7. Докажите,
что прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в точке O.

ii.

Найдите отношение площадей SOBA1 : SABC .iii.

4. В треугольнике ABC проведены отрезки AA1, BB1 (A1 лежит
на отрезке BC, а B1 — на AC), пересекающиеся в точке O.
Отношения отрезков BO : OB1 = 6 : 1, AO : OA1 = 3 : 2.

Найдите отношение BA1 : A1C и AB1 : B1C.i.

Вычислите отношение, в котором прямая CO делит AB.ii.

5. В треугольнике ABC известны длины сторон: AB = c, BC =
= a, CA = b.
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Найдите отношение, в котором делятся биссектрисы тре-
угольника точкой их пересечения.

i.

Вычислите отношение, в котором биссектриса AA1 делит
медиану BB1.

ii.

6. На медиане CC1 треугольника ABC выбрана точка P . Затем
через эту точку проведены прямые AA1 и BB1 (точки A1 и B1

лежат на сторонах BC и CA соответственно). Докажите, что
A1B1 ‖ AB.
Если точка P делит CC1 в отношении 2 : 1, считая от точки
C, то утверждение задачи — известный факт о параллельности
средней линии и соответствующей стороны треугольника. Дан-
ная задача обобщает этот факт.

7. Докажите, что отрезки, соединяющие вершины тетраэдра с
точками пересечения медиан противолежащих граней, пересе-
каются в одной точке и делятся ею в отношении 3 : 1, считая
от вершины.
Это обобщение теоремы о пересечении медиан в одной точке на
трёхмерный случай.

8. (Теорема Чевы): Пусть точки A1, B1, C1 лежат соответственно
на сторонах BC, CA и AB треугольника ABC. Докажите, что
прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке тогда и

только тогда, когда
BA1

A1C
· CB1

B1A
· AC1

C1B
= 1.

Это лишь частный случай теоремы Чевы — точки лежат на
сторонах треугольника, а не на их продолжениях. Общий случай
будет рассматривается в следующих разделах.

9. (Теорема Ван-Обеля): Если прямые AP , BP , CP пересекают
соответственно отрезки BC, CA, AB в точках A1, B1, C1, то

имеет место равенство
AC1

C1B
+
AB1

B1C
=

AP

PA1

.

10. В треугольник ABC вписана окружность, касающаяся сторон
AB, BC и CA в точках C1, A1 и B1 соответственно. Докажи-
те, что прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке J
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(точке Жергонна).
11. Пусть вневписанная окружность треугольника ABC касает-

ся стороны BC в точке A1, точки B1 и C1 на сторонах AC
и AB соответственно определены аналогично. Докажите, что
прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке N (точке
Нагеля).

12. Пусть в треугольнике ABC с точкой пересечения медиан G
на сторонах AB, BC, CA отмечены точки D, E, F соответ-

ственно, причем
AD

DB
=
BE

EC
=
CF

FA
. Докажите, что G — точка

пересечения медиан и для треугольника DEF .
13. В треугольнике ABC сторона AB вдвое больше стороны BC,

AE — биссектриса, BG — медиана, X — их точка пересечения.
В каких пределах изменяется отношение AX : XE?

14. В треугольной пирамиде ABCD отметили точку пересечения
медиан G грани ABC. Затем на отрезке DG отметили сере-
дину K и провели AK до пересечения с плоскостью DBC в
точке L.

Докажите, что прямая DL пересекает отрезок BC в его
середине.

i.

Найдите отношениеML : LD, гдеM — точка пересечения
прямых DL и BC.

ii.

15. Точки M и N делят сторону BC треугольника ABC на три
равные части (M лежит ближе к B, чем к C). Прямая, па-
раллельная стороне AC, пересекает отрезки AB, AM и AN в
точках D, E и F соответственно. Докажите, что EF = 3DE.

16. Даны четыре точки A, B, C, D в пространстве, никакие три
не лежат на одной прямой. ТочкиM и N — середины отрезков
AB и CD, Z — середина отрезка MN , P — точка пересечения
медиан треугольника BCD. Обязательно ли точки A, Z, P
лежат на одной прямой?
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17. Внутри треугольника ABC взята точка D, в треугольниках
BDC, CDA, ADB отмечены точки пересечения медиан (точ-
ки R, S, T ). В треугольнике RST также отмечена точка пере-
сечения медианM , а точка пересечения медиан исходного тре-
угольника обозначена через P . Найдите отношение DM : MP .

18. Четырехугольник ABCD — вписанный. Докажите, что цен-
тры масс треугольников ABC, BCD, CDA, DAB лежат на
одной окружности.

19. На сторонах BC, CA и AB треугольника ABC выбраны точки
A1, B1 и C1 так, что BA1 : A1C = 1 : 2, а AC1 : C1B = CB1 :
: B1A = 3. Найдите, в каком отношении отрезок AA1 делит
отрезок B1C1.

20. (Всесоюзная олимпиада по физике): Тонко-
стенную сферу из стекла радиуса R разре-
зают по плоскости, находящейся от центра
на расстоянии R/2, а затем ставят нижнюю
часть на полученную «крышку» и склеивают,
как показано на рисунке. Найдите, на какой
высоте от основания находится центр масс
полученного «бокала».
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5.2 Момент инерции

Зафиксируем на плоскости систему точечных масс (X1,m1), (X2,m2),
. . . , (Xn,mn).

Определение 5.2.1. Моментом инерции указанной системы масс

относительно точки A называется число JA =
n∑
k=1

mkAX
2
k .

Читатели, знакомые из физики с понятием момента инерции системы
масс относительно оси, вероятно, уже догадались, что введённое опре-
деление соответствует моменту инерции относительно прямой, прохо-
дящей через точку O и перпендикулярной плоскости, в которой рас-
положены массы.

Момент инерции позволяет вычислять расстояния между точка-
ми с использованием следующих двух теорем:

Теорема 5.2.1. (Гюйгенса-Штейнера): Моменты инерции одной
и той же системы масс относительно произвольной точки A
и относительно центра масс O этой системы связаны соотно-

шением JA = JO +OA2 ·
n∑
k=1

mk.

Теорема 5.2.2. (Якоби): Момент инерции указанной системы
масс относительно центра масс O этой системы равен

JO =

∑
16k<l6n

mkml(XkXl)
2

∑
16k6n

mk

.

В качестве примера докажем ещё одним способом формулу Эй-
лера для расстояния между центрами вписанной и описанной
окружностей.
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Задача 5.2.1. Докажите, что в треугольнике ABC с радиуса-
ми вписанной и описанной окружностей r и R соответственно
расстояние d между центрами этих окружностей удовлетво-
ряет соотношению d2 = R2 − 2Rr.

Решение. Поместим в вершины A, B и C треугольника массы a,
b и c соответственно, численно равные длинам противолежащих
этим вершинам сторон. Тогда центр масс такой системы — точ-
ка пересечения биссектрис I. А относительно центра описанной
окружности O момент инерции системы легко вычисляется:

JO = aOA2 + bOB2 + cOC2 = 2pR2.

Используем теорему Якоби для вычисления момента инерции от-
носительно центра масс:

JI =
1

a+ b+ c

(
abAB2 + bcBC2 + caCA2

)
=
abc(a+ b+ c)

a+ b+ c
= abc.

Наконец, запишем теорему Гюйгенса-Штейнера: JO = JI + (a +

+b+c)d2. Отсюда 2pd2+abc = 2pR2 ⇒ d2 = R2−abc
2p

= R2−2Rr. В

последнем переходе использованы формулы площадей треуголь-

ника: S =
abc

4R
= pr. �

Задачи
1. Докажите теорему Гюйгенса-Штейнера.
2. Докажите теорему Якоби для случая, когда количество точеч-

ных масс n = 3.
3. Найдите радиус описанной сферы правильного тетраэдра с

ребром a.
4. Рассмотрим момент инерции JA как числовую функцию точки

A.
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Докажите, что значение этой функции в точке A не мень-
ше, чем произведение суммарной массы на квадрат рас-
стояния от точки A до центра масс системы. В каких слу-
чаях достигается равенство?

i.

Докажите, что минимальное значение JA достигается в
центре масс системы.

ii.

5. Докажите теорему Стюарта: если точка D лежит на стороне
BC треугольника ABC, то

AD2 = AB2 · DC
BC

+ AC2 · BD
BC
−DC ·BD.

6. Две чевианы AA1 и BB1 треугольника ABC пересекаются в
точке P внутри треугольника, причём точки A1 и B1 делят
стороны BC и CA в одинаковых отношениях: AB1 : B1C =
= CA1 : A1B = 3. Выразите расстояние от точки P до центра
описанной окружности треугольника через длины его сторон.

7. Докажите, что длина отрезка OH, соединяющего центр опи-
санной окружности и ортоцентр треугольника ABC, может
быть вычислена по формулам:

OH2 = R2 − 4pr

tg∠A+ tg∠B + tg∠C
, где R и r — радиусы

описанной и вписанной окружностей треугольника, а p —
его полупериметр.

i.

OH2 = 9R2 − (a2 + b2 + c2).ii.

Указание: ортоцентр является центром масс системы (A, tg∠A),
(B, tg∠B), (C, tg∠C). Для простоты можете рассматривать
случай остроугольного треугольника, отрицательные массы
рассматриваются в следующем разделе.

8. Точка X лежит на вписанной окружности треугольника ABC
с длинами сторон a, b и c. Выразите сумму a ·XA2 + b ·XB2 +
+c·XC2 через полупериметр треугольника ABC и его радиусы
вписанной и описанной окружностей.
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9. В четырёхугольнике ABCD известны длины всех сторон и
диагоналей.

Вычислите момент инерции системы (A, 1), (B, 1), (C, 1),
(D, 1) относительно середины P отрезка, соединяющего
середины диагоналей.

i.

Найдите расстояние от вершины A до точки P .ii.

10. Докажите, что сумма квадратов расстояний от произвольной
точки описанной окружности правильного n-угольника до его
вершин равна 2nR2, где R — радиус этой окружности.

11. Внутри окружности ω радиуса R выбрана точка P .

Пусть через точку P проведены три хорды AB, CD и
EF так, что угол между любыми двумя из них равен 60◦.
Вычислите сумму PA2 +PB2 +PC2 +PD2 +PE2 +PF 2.

i.

Пусть через точку P проведены две ортогональные хор-
ды AB и CD. Докажите, что центр масс системы (A, 1),
(B, 1), (C, 1), (D, 1) не зависит от выбора пары хорд.

ii.

12. (Обобщённая теорема Гюйгенса-Штейнера): Пусть (A1, a1),
. . . , (An, an) и (B1, b1), . . . , (Bk, bk) — две системы точечных
масс таких, что суммарные массы обеих этих систем равны 1:
n∑
i=1

ai =
k∑
j=1

bj = 1. Пусть A и B — центры масс этих систем

соответственно. Обозначим первую систему через SA, вторую
через SB, а системы из одной точечной массы (A, 1) и (B, 1)
будем обозначать для краткости A и B. Обозначим, наконец,
для двух систем масс JSA,SB

=
∑
i,j

aibjAiB
2
j . Докажите, что

AB2 + JSA,B + JSB ,A = JSA,SB
.

13. (Теорема Фейербаха): Докажите, что вписанная окружность
треугольника касается окружности, проходящей через сере-
дины его сторон.
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5.3 Отрицательные массы и барицентрические
координаты

В этом разделе аппарат центра масс будет существенно обобщён.
Прежде всего расширим определение, включив в рассмотрение
отрицательные массы.
Рассмотрим, как и в предыдущих разделах, систему точек X1,
. . . , Xn с приписанными им числами m1, . . . , mn, на этот раз до-
пуская в том числе и отрицательные значения некоторых из этих
чисел. Будем эти числа по-прежнему называть массами, распо-
ложенными в указанных точках.

Определение 5.3.1. Пусть сумма масс m1 + . . . + mn не рав-
на 0. Точка O называется центром масс системы (X1,m1), . . . ,
(Xn,mn), если выполнено равенство

∑
k

mk
−−→
OXk = ~0.

Мы будем считать, что для систем с нулевой суммарной массой
понятие центра масс не определено. Если же сумма масс нену-
левая, то в неизменном виде сохраняются утверждения о суще-
ствовании и единственности центра масс, а также формула для
вектора из произвольного полюса X в центр масс системы:

−→
O =

1∑n
k=1 mk

n∑
k=1

mk
−→
Xk.

Теорема о рычаге требует уточнения:

Теорема 5.3.1. Центр масс O системы (A, a) и (B, b) лежит
на прямой AB, причём |a| ·OA = |b| ·OB.

Центр масс O лежит ближе к той из двух точек, модуль массы
в которой больше, причём O попадает на отрезок AB в том и
только в том случае, когда a и b имеют один знак.
Теорема о перегруппировке масс сохраняется с единственным за-
мечанием: сумма тех масс, которые требуется сгруппировать, долж-
на быть отлична от нуля (с тем, чтобы у этой части масс был
определён их собственный центр масс).
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Приведём пример работы с отрицательными массами.

Задача 5.3.1. На стороне BC треугольника ABC выбрана точ-
ка B1, а на продолжении стороны CA за точку A выбрана точка
A1 так, чтобы CB1 : B1B = 1 : 3 и AA1 : A1C = 1 : 3. Пусть
C1 — середина AB, а M — точка пересечения прямой CC1 с пря-
мой A1B1. Выясните, лежит ли M на отрезке CC1 или на его
продолжении, а также вычислите отношение CM : MC1.

Решение. Поместим в A и B по массе 1 с тем, чтобы середина C1

отрезка AB была центром масс для этих двух масс. В точку C
поместим массу 3, чтобы центром масс (C, 3) и (B, 1) оказалась
точка B1. Затем в C поместим ещё одну дополнительную массу
α так, чтобы центр масс (C, α) и (A, 1) попадал в A1. Поскольку
−−→
AA1 =

1

3

−−→
CA1, несложно понять, что α = −1/3. Итак, M являет-

ся центром масс системы (A, 1), (B, 1) и (C, 3 − 1/3) = (C, 8/3).

Поэтому
8

3

−−→
CM = 2

−−−→
MC1. Точка M лежит на отрезке CC1, причём

CM : MC1 = 3 : 4. �

Оказывается, если зафиксировать некоторый треугольник ABC
(который мы будем в этом случае называть базисным), а в ка-
честве «масс» разрешить выбирать и отрицательные числа, то
всякую точку P на плоскости можно, выбрав соответствующие
массы в вершинах базисного треугольника, сделать центром масс.
Такой способ задания точек на плоскости приводит к определе-
нию барицентрических координат.

Определение 5.3.2. Тройка чисел (p : q : r) называется (ненор-
мированными) барицентрическими координатами точки P отно-
сительно базисного треугольника ABC, если для некоторого по-
люса X справедливо соотношение

−→
P =

1

p+ q + r

(
p ·
−→
A + q ·

−→
B + r ·

−→
C
)
.

Выбор тройки чисел в качестве барицентрических координат неод-
нозначен: если все три координаты умножить на одну и ту же
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ненулевую константу, то задаваемая новой тройкой барицентри-
ческих координат точка совпадёт с предыдущей. Это обстоятель-
ство подчёркивается двоеточием, разделяющим (ненормирован-
ные) барицентрические координаты. Часто бывает удобно умно-
жить все три координаты на такую константу, чтобы сумма этих
координат стала равна 1. Такие барицентрические координаты
мы будем называть нормированными и обозначать (p, q, r) (через
запятую). Следует, поэтому, различать записи (p : q : r) и (p, q, r):
во втором случае подразумевается, что p + q + r = 1. В форму-
лировках задач этого раздела мы будем на всякий случай допол-
нительно подчёркивать, о каких координатах ведётся речь — о
нормированных или ненормированных, чтобы не создать пута-
ницы, хотя в принципе достаточно было бы лишь менять разде-
литель между числами в скобках (и довериться внимательности
читателя).

Часто оказывается удобно вычислять вектор между двумя точ-
ками следующим образом. Пусть точки P и Q заданы своими
(нормированными) барицентрическими координатами (p, q, r) и
(u, v, w) соответственно. Тогда

−→
PQ = (u−p)

−→
A+(v−q)

−→
B+(w−r)

−→
C .

Если полюс был выбран удобным образом, то из такого представ-
ления может оказаться возможным вычислять скалярные произ-
ведения, вычислять длины векторов, проверять их ортогональ-
ность и коллинеарность. Пусть, например, в качестве полюса был
выбран центр описанной окружности треугольника ABC. Тогда
длины векторов

−→
A ,
−→
B и

−→
C равны R, а их попарные скалярные

произведения вычисляются с помощью теоремы косинусов: так,
к примеру, 2

−→
A ·
−→
B = 2R2 − AB2.

К задачам этого раздела отнесены некоторые задачи на работу
с системами материальных точек, теоремы о рычаге и перегруп-
пировке в более сложных конфигурациях, а также в случаях,
когда удобно использовать в том числе и отрицательные массы.
Помимо этого приведены и некоторые теоретические факты о
барицентрических координатах: основные теоремы приводятся в
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качестве задач. Для большинства этих теоретических фактов чи-
татель найдёт и соответствующие задачи с различных олимпиад,
в которых применение данных утверждений помогает в решении.
При первом ознакомлении с материалом данного раздела допу-
стимо лишь ознакомиться с формулировками задач, помеченных
звёздочками, а вернуться к их доказательству позже.

Задачи
1. Докажите, что середина отрезка между точками, заданными

(нормированными) барицентрическими координатами (p, q, r)
и (u, v, w), есть точка с барицентрическими координатами(

p+ u

2
,
q + v

2
,
r + w

2

)
.

2. В вершинах A,B, C иD параллелограмма находятся точечные
массы a, b, c и d соответственно.

Докажите, что точка пересечения диагоналей — центр
масс этой системы тогда и только тогда, когда a = c и
b = d.

i.

Докажите, что если a = c = 1, b = −1, d = 0, тоD — центр
масс системы.

ii.

Докажите, что центры масс системы (A, a), (B, b), (C, c),
(D, 0) и системы (A, a+b), (B, 0), (C, c+b), (D,−b) совпадают.

iii.

Замечание.Последнее утверждение позволяет «перебрасывать»
массу из вершины треугольника в противоположную вершину
параллелограмма, который получается из данного треуголь-
ника удвоением соответствующей медианы.

3. Точку P внутри треугольника ABC отразили относительно
середин сторон BC, CA и AB этого треугольника, получив
при этом точки PA, PB и PC соответственно. Докажите, что
прямые APA, BPB и CPC пересекаются в одной точке.
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4. Плоскость α пересекает рёбра SA, SB, SC и SD правильной
четырёхугольной пирамиды, соединяющие вершину S с вер-
шинами основания ABCD, в точках A1, B1, C1 и D1 соответ-
ственно. Известно, что SA1 : A1A = 2 : 3, SB1 : B1B = 1 : 2,
SC1 : C1C = 2 : 5. Найдите отношение SD1 : D1D.

5. Докажите, что четырёхугольник WXY Z — параллелограмм
тогда и только тогда, когда суммы одноимённых (нормиро-
ванных) барицентрических координат точекW и Y равны (по-
компонентно) соответствующим суммам для точек X и Z.

6. Решите задачу 5.3.1 в общем случае: пусть точки A1 и B1 ле-

жат на лучах CA и CB так, что
−→
CA
−→
CA1

= x и
−−→
CB
−−→
CB1

= y. Вычис-

лите отношение
−−→
CC1
−−→
CM

, где M есть точка пересечения прямой

A1B1 с прямой, содержащей медиану CC1 треугольника ABC.
7. (Теорема Чевы, общая формулировка): На прямых, содержа-

щих стороны AB, BC и CA треугольника ABC, выбраны точ-
ки C1, A1 и B1 соответственно. Докажите, что прямые AA1,
BB1 и CC1 пересекаются в одной точке или параллельны то-

гда и только тогда, когда
−−→
AB1
−−→
B1C

·
−−→
CA1
−−→
A1B

·
−−→
BC1
−−→
C1A

= 1.

8. В четырёхугольник ABCD вписана окружность. В точки ка-
сания этого четырёхугольника со вписанной окружностью по-
местили точечные массы, численно равные длинам тех сторон,
на которых эти точки касания лежат. Найдите центр масс по-
лучившейся системы.

9. Докажите, что барицентрические координаты (p : q : r) точ-
ки X имеют следующий геометрический смысл: p : q : r =
= S±XBC : S±AXC : S±ABX , где площади указанных треуголь-
ников берутся со знаком «+», если обход их вершин соверша-
ется в том же направлении, что и в базисном треугольнике
ABC, и со знаком «−» в противном случае.
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10. Докажите, что (ненормированные) барицентрические ко-
ординаты ортоцентра ∆ABC есть (tg∠A : tg∠B : tg∠C).

i.

Докажите, что (ненормированные) барицентрические ко-
ординаты центра описанной окружности ∆ABC можно
записать в виде (sin 2∠A : sin 2∠B : sin 2∠C).

ii.

Докажите, что (ненормированные) барицентрические ко-
ординаты центра вневписанной окружности ∆ABC, каса-
ющейся стороны BC, есть (−a : b : c) (BC = a, CA = b,
AB = c).

iii.

11. (∗) Докажите, что если точки X, Y и Z имеют (нормиро-
ванные) барицентрические координаты (px, qx, rx), (py, qy, ry)
и (pz, qz, rz) соответственно, то отношение (ориентированных)
площадей треугольника XY Z и базисного треугольника ABC

есть
S±XY Z
S±ABC

=

∣∣∣∣∣∣
px qx rx
py qy ry
pz qz rz

∣∣∣∣∣∣.
12. На сторонах треугольника ∆ABC отмечены точки A1 ∈ BC,

B1 ∈ CA, C1 ∈ AB так, что BA1 : A1C = CB1 : B1A = AC1 :
: C1B = 2. Обозначим точки пересечения отрезков AA1, BB1 и
CC1 через P , Q и R. Вычислите площадь треугольника PQR,
если площадь треугольника ABC равна 1.

13. (∗) Пусть в треугольнике ABC со сторонами a, b и c точки O,
I и H — центр описанной и вписанной окружностей и орто-
центр соответственно. Докажите, что площадь треугольника

OIH равна
|(a− b)(b− c)(c− a)|

8r
, где r — радиус вписанной

окружности треугольника ABC.
14. Внутри треугольника ABC взята точка P , а прямые AP , BP

и CP пересекают соответствующие стороны треугольника в
точках A1, B1 и C1. Докажите, что

SABC = 2 (SPAC1 + SPBA1 + SPCB1)
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тогда и только тогда, когда P лежит хотя бы на одной медиане
треугольника ABC.

15. Докажите, что уравнение прямой, проходящей через точ-
ки с барицентрическими координатами (p, q, r) и (u, v, w),

есть

∣∣∣∣∣∣
p q r
u v w
x y z

∣∣∣∣∣∣ = 0.

i.

Запишите уравнения сторон базисного треугольника и его
медиан.

ii.

16. Пусть точки A, B и C заданы (ненормированными) барицен-
трическими координатами (p : q : r) и (u : v : w) и (x : y : z) со-
ответственно. Докажите, что если p+u = x, q+v = y и r+w =

= z, то точка C лежит на прямой AB, причем (p+ q+ r)
−→
AC =

= (u+ v + w)
−−→
CB.

Иначе говоря, если удалось подобрать ненулевые коэффициенты,
на которые следует домножить данные ненормированные барицен-
трические координаты (свой коэффициент для каждой из точек)
так, чтобы покомпонентная сумма барицентрических координат двух
точек давала барицентрические координаты третьей точки, то три
такие точки лежат на одной прямой. В качестве упражнения по-
пробуйте сформулировать и доказать и обратное утверждение.

17. Докажите, что точки пересечения медиан G, биссектрис I и
точка Нагеля N треугольника ABC лежат на одной прямой
(прямой Нагеля), причём NG = 2GI.
Напоминание. Точка Нагеля определена в задаче 11 раздела
5.1

18. (Теорема Менелая, общая формулировка): На прямых, содер-
жащих стороны AB, BC и CA треугольника ABC, выбраны
точки C1, A1 и B1 соответственно. Докажите, что точки A1,
B1 и C1 лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда−−→
AB1
−−→
B1C

·
−−→
CA1
−−→
A1B

·
−−→
BC1
−−→
C1A

= 1.
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19. Пусть ∆ABC — базисный треугольник, точка O — центр его
описанной окружности, R — её радиус, а P — точка с (норми-
рованными) барицентрическими координатами (p, q, r). Дока-
жите, что квадрат длины отрезка OP может быть найден по
формуле OP 2 = R2 − (p · AP 2 + q ·BP 2 + r · CP 2).

20. Докажите аналог формулы Эйлера для вневписанной окруж-
ности: если IA — центр вневписанной окружности треугольни-
ка ABC, касающейся его стороны BC, а O — центр описанной
окружности этого треугольника, то OI2

A = R2 + 2RrA.
21. (∗) Докажите, что расстояние между двумя точками P и Q с

барицентрическими координатами (p1, p2, p3) и (q1, q2, q3) соот-
ветственно может быть вычислено по формуле

PQ2 = −
∑

16i<j63

(pi − qi)(pj − qj)AiA2
j ,

где A1, A2 и A3 — вершины базисного треугольника.
22. В треугольнике ABC известны длины сторон a, b и c. Вычис-

лите:

расстояние между точкой пересечения медиан G и точкой
пересечения биссектрис I треугольника ABC;

i.

расстояние между вершиной A и центром IA вневписан-
ной окружности, касающейся стороны BC.

ii.

23. На продолжении стороны BC треугольника ABC за точку C
отмечена точка D так, что CD = BC. Затем на продолжении
стороны CA за точку A отмечена точка E так, что AE = 2CA.
Оказалось, что AD = BE. Докажите, что треугольник ABC
прямоугольный.

24. Вневписанная окружность треугольника ABC касается сто-
роны BC и продолжений сторон AB и AC соответственно в
точках P , Q и R. Докажите, что прямые AP , CQ и BR пере-
секаются в одной точке.
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25. (∗) Пусть точкиW , X, Y и Z заданы (нормированными) бари-
центрическими координатами (pw, qw, rw), (px, qx, rx), (py, qy, ry)
и (pz, qz, rz) соответственно. Обозначим (x1, y1, z1) = (pw−px, qw−
− qx, rw− rx) и (x2, y2, z2) = (py− pz, qy− qz, ry− rz). Докажите,
что прямыеWX и Y Z перпендикулярны тогда и только тогда,
когда a2(y1z2 + y2z1) + b2(x1z2 + x2z1) + c2(x1y2 + x2y1) = 0, где
a, b и c — длины сторон BC, CA и AB базисного треугольника
соответственно.

26. Получите необходимое и достаточное условие ортогонально-
сти прямых, заданных в барицентрических координатах урав-
нениями ux+ vy + wz = 0 и px+ qy + rz = 0.

27. Докажите, что описанная окружность базисного треугольника
со сторонами a, b и c задаётся в барицентрических координатах
уравнением a2yz + b2xz + c2xy = 0.

28. Используйте интерпретацию выражения a2yz + b2xz + c2xy
как момента инерции некоторой системы масс и выразите его
через степень точки P с барицентрическими координатами
(x, y, z) относительно описанной окружности базисного тре-
угольника.

29. Дан треугольник ABC и точка P . Чевианы, проходящие через
точку P , пересекают прямые, содержащие стороны AB, BC и
CA этого треугольника соответственно в точках C1, A1 и B1.
Докажите, что точки пересечения медиан треугольников ABC
и A1B1C1 совпадают тогда и только тогда, когда P есть точка
пересечения медиан треугольника ABC.

30. (Теорема Максвелла): Дан треугольник ABC и точка P . Сто-
роны треугольника A1B1C1 параллельны чевианам треуголь-
ника ABC, проходящим через точку P (A1B1 ‖ CP , B1C1 ‖
‖ AP , C1A1 ‖ BP ). Докажите, что чевианы треугольника
A1B1C1, параллельные сторонам треугольника ABC (чевиа-
на, проходящая через A1, параллельна BC, аналогично для
двух других вершин), пересекаются в одной точке.

31. На стороне BC треугольника ABC отмечена точка D. Пусть
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I1 и I2 — центры вписанных окружностей треугольников ABD
и ACD. Докажите, что BI2 и CI1 пересекаются на AD тогда
и только тогда, когда AD — биссектриса треугольника ABC.

32. Дан треугольник ABC. Точка P выбрана на прямой BC та-
ким образом, что прямая PA касается описанной окружности
треугольника ABC. Биссектриса угла APB пересекает отрез-
ки AB и AC в точках D и E соответственно. Пусть Q — точка
пересечения отрезков BE и CD. Найдите угол A треугольни-
ка ABC, если прямая PQ проходит через центр его описанной
окружности.
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Глава 6

Дополнительные разделы
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6.1 Окружность девяти точек и прямая Эйлера

Окружность девяти точек и прямая Эйлера — важные и доста-
точно эффектные конструкции в геометрии треугольника. Дока-
зательство их существования — содержательная задача, но при
этом оказывается, что отдельные элементы доказательства также
часто могут быть применены при решении других задач. Поэто-
му читателю рекомендуется тщательно проработать первые зада-
чи, разобраться в структуре чертежа, а затем решать остальные
задачи, держа в голове решения первых задач. От читателя по-
требуется уверенное использование гомотетии.
Приведём основные два утверждения этого раздела:

Теорема 6.1.1. (Окружность девяти точек): В любом тре-
угольнике середины сторон, основания высот и середины от-
резков, соединяющих вершины с ортоцентром лежат на одной
окружности. Радиус этой окружности вдвое меньше радиуса
описанной окружности треугольника.

Теорема 6.1.2. (Прямая Эйлера): В любом треугольнике центр
описанной окружности O, ортоцентр H, центроид G и центр
окружности девяти точек E лежат на одной прямой, причём
E — середина OH, а G делит отрезок OH в отношении 2 : 1,
считая от точки H.

Окружность девяти точек также называют окружностью Эйлера.

Доказательство этих утверждений читатель получит, решив пер-
вые четыре задачи раздела. При этом рассматривается два под-
хода к ним: первый — короткий и использует две гомотетии (с
центрами в ортоцентре и точке пересечения медиан), второй —
чисто классический и почти не использует геометрических пре-
образований. Следующие задачи раздела используют либо суще-
ствование окружности Эйлера и прямой Эйлера, либо какие-то
части доказательств и решений первых задач, либо и то, и другое
сразу.
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Во всех задачах приняты следующие обозначения: A1 — середина
стороны BC, A2 — середина отрезка AH, A0 — основание высо-
ты к стороне BC. Аналогично определены точки B1, B2, B0, C1,
C2, C0. Также всюду в условиях задач H — ортоцентр, O — центр
описанной окружности, G — точка пересечения медиан треуголь-
ника ABC.
Отметим также, что векторному доказательству части утвержде-
ния теоремы 6.1.2 посвящены задачи 4-6 раздела 3.1

Задачи
1. В треугольнике ABC проведена высота AA0 и отмечен орто-

центр H.

Докажите, что продолжение AA0 за точку A0 пересекает
описанную окружность треугольника ABC в такой точке
A3, что A0A3 = HA0.

i.

Пусть A1 — середина BC. Докажите, что луч HA1 пе-
ресекает описанную окружность в такой точке A4, что
A1A4 = HA1.

ii.

2. Докажите, используя задачу 1, что в произвольном треуголь-
нике середины сторон, основания перпендикуляров, а также
середины отрезков, соединяющих вершины с ортоцентром, ле-
жат на одной окружности, радиус которой вдвое меньше ради-
уса описанной окружности. Докажите, что центр этой окруж-
ности делит пополам отрезок OH.
Указание. Сделайте гомотетию с центром в ортоцентре тре-
угольника.

3. Сделав гомотетию с центром в точке пересечения медиан G
треугольника ABC, докажите, что G лежит на отрезке OH и
делит его в отношении 2 : 1, считая от точки H.

4. Через вершину A треугольника ABC проведена прямая, па-
раллельная BC, пересекающая описанную окружность в точ-
кеM . Пусть AA0 — высота этого треугольника. Докажите, что
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точка пересечения медиан лежит на отрезке между M и A0 и
делит его в отношении 2 : 1 от точки M .
Указание. Найдите образ прямой AM при гомотетии с ко-
эффициентом (−1/2) относительно точки пересечения медиан
∆ABC.

5. В этой задаче предлагается дать альтернативное доказатель-
ство существования окружности девяти точек. Пусть ABC —
остроугольный треугольник.

Докажите, что четырёхугольники B1C1B2C2, C1A1C2A2,
A1B1A2B2 — прямоугольники.

i.

Докажите, что диагонали этих прямоугольников равны и
пересекаются в одной точке.

ii.

Докажите, что основания высот A0, B0, C0 треугольника
ABC лежат на той же окружности.

iii.

Докажите, что радиус их общей описанной окружности
равен R/2, где R — радиус описанной окружности ∆ABC.

iv.

Докажите, что ортоцентры ∆A1B1C1 и ∆A2B2C2 симмет-
ричны относительно центра окружности девяти точек. Вы-
ведите отсюда, что центр окружности девяти точек — се-
редина отрезка OH.

v.

Рассмотрите случаи прямоугольного и тупоугольного тре-
угольника по аналогии с уже разобранным случаем.

vi.

6. Докажите, что окружности девяти точек треугольников ABC,
ABH, AHC, HBC совпадают.

7. Докажите, что касательная к окружности девяти точек тре-
угольника ABC, проведённая в середине A1 стороны BC, па-
раллельна касательной к описанной окружности треугольника
ABC в вершине A.

8. Докажите, что AOA1A2 и A2OA1H — параллелограммы.
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9. Пусть, как и в задаче 1, A3 — пересечение продолжения вы-
соты AA0 за точку A0 с описанной окружностью ∆ABC, а
E — середина отрезка OH. Докажите, что расстояние от E до
стороны BC в четыре раза меньше AA3.

10. Четырёхугольник ABCD, диагонали которого взаимно пер-
пендикулярны, вписан в окружность. Перпендикуляры, опу-
щенные на сторону AD из вершин B и C, пересекают диаго-
нали AC и BD в точках E и F соответственно. Найдите EF ,
если BC = 1.

11. Пусть ABC — остроугольный треугольник, H — его орто-
центр. Докажите, что описанные окружности треугольников
HBC, ABH, AHC равны описанной окружности треугольни-
ка ABC.

12. Пусть ABC — остроугольный треугольник, H — его орто-
центр. Докажите, что прямые Эйлера треугольников HBC,
ABH, AHC пересекаются в одной точке. Что это за точка?

13. Пусть ABC — остроугольный треугольник, T — его точка Тор-
ричелли. Докажите, что прямые Эйлера треугольников TBC,
ABT , ATC пересекаются в одной точке. Что это за точка?
Определение точки Торричелли и некоторые её свойства даны
в задаче 18 раздела 2.1 о движениях.

14. Докажите, что описанная окружность треугольника ABC яв-
ляется окружностью девяти точек для треугольника с вер-
шинами в центрах вневписанных окружностей треугольника
ABC.

15. Докажите, что прямая Эйлера треугольника ABC является
также прямой Эйлера и для треугольника A1B1C1.

16. Докажите, что AH = 2R · | cos∠A|.
17. (США): Пусть ω — описанная окружность остроугольного тре-

угольника ABC, а H и O — его ортоцентр и центр ω соответ-
ственно. Пусть M и N — середины AB и AC соответственно.
Лучи MH и NH пересекают ω в точках P и Q соответствен-
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но. ПрямыеMN и PQ пересекаются в точке R. Докажите, что
прямые OA и RA перпендикулярны.

18. Докажите, что если прямая Эйлера OH перпендикулярна бис-
сектрисе угла A остроугольного ∆ABC, то ∠A = 60◦.

19. Треугольник ABC вписан в окружность ω. Сторона AB фик-
сирована, а точка C перемещается по этой окружности. По ка-
кой траектории перемещается ортоцентр треугольника ABC?
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6.2 Ориентированные углы

Часто при решении задач возникает необходимость рассматри-
вать несколько случаев. Может оказаться, что текущее решение
задачи опирается на конкретный рисунок, хотя другие вариан-
ты расположения фигур на плоскости тоже возможны. Иногда в
таких случаях могут помочь так называемые ориентированные
углы.

Определение 6.2.1. Ориентированным углом между прямыми
l1 и l2 называется такой угол, на который нужно повернуть пря-
мую l1 против часовой стрелки так, чтобы она стала параллель-
на прямой l2 или совпала с ней. Обозначается ориентированный
угол через ∠(l1, l2). Углы, отличающиеся на угол, кратный 180◦,
считаются равными.

Отметим несколько простых свойств ориентированных углов:

• ∠(l1, l1) = 0◦.

• ∠(l1, l2) = 0◦ ⇔ l1 ‖ l2.

• ∠(l1, l2) = ∠(l1, l3)⇔ l2 ‖ l3.

• ∠(l1, l2) = −∠(l2, l1).

• ∠(l1, l2) + ∠(l2, l3) = ∠(l1, l3).

Оказывается, что с помощью ориентированных углов очень про-
сто формулируется критерий принадлежности четырех данных
точек одной окружности:

Теорема 6.2.1. Четыре точки A, B, C и D (не лежащие на
одной прямой) лежат на одной окружности тогда и только
тогда, когда ∠(AB,BC) = ∠(AD,DC).
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Доказательство. Пусть точки A, B, C, D ле-
жат на одной окружности, а ∠(AB,BC) =
α. Если D лежит в той же полуплоскости,
что и точка B относительно прямой AC, то
∠ADC = ∠ABC и ∠(AB,BC) = ∠(AD,DC).
Если же точка D лежит по другую сторону
от прямой AC, то ∠ADC = 180◦−∠ABC. Од-
нако равенство ориентированных углов со-
хранится: ∠(AB,BC) = ∠(AD,DC) = α. �

Задачи
1. Точки A, B и C лежат на окружности с центром в точке O.

Докажите, что ∠(OA,AC) = 90◦ − ∠(CB,BA).
2. Даны треугольник ABC и точка P на плоскости. Докажите,

что PA — касательная к описанной окружности треугольника
ABC тогда и только тогда, когда ∠(PA,AB) = ∠(AC,CB).

3. На окружности расположены точки A, B, C и D, а также
проведены хорды DX и DY , перпендикулярные прямым BC
и AC соответственно. Докажите, что AX ‖ BY .

4. (Лемма Фусса): Две окружности ω1 и ω2 пересекаются в точ-
ках P и Q. Прямая, проходящая через точку P , повторно пере-
секает ω1 и ω2 в точках A и B соответственно. Другая прямая,
проходящая через точку Q, повторно пересекает ω1 и ω2 в точ-
ках C и D соответственно. Докажите, что AC ‖ BD.

5. Две окружности пересекаются в точках P и Q. Через точку
A первой окружности проведены прямые AP и AQ, пересе-
кающие вторую окружность в точках B и C. Докажите, что
касательная в точке A к первой окружности параллельна пря-
мой BC.

6. Окружности ω1 и ω2 пересекаются в точках K иM . Через точ-
ку K проведена касательная к окружности ω1, пересекающая
ω2 в точке A. Прямая, проходящая через точку M параллель-
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но KA, пересекает ω1 и ω2 в точках L и B соответственно.
Докажите, что KL ‖ AB.

7. Три прямые l1, l2, l3 пересекаются в одной точке. Точка A1

выбирается произвольно. Точки A2, A3, A4, A5, A6, A7 получа-
ются последовательным отражением точки A1 относительно
прямых l1, l2, l3, а затем снова относительно l1, l2, l3. Докажи-
те, что A7 = A1.

8. Используя ориентированные углы, докажите, что высоты тре-
угольника пересекаются в одной точке.

9. Докажите, что если точки A1, B1, C1 лежат на прямых BC,
CA, AB соответственно, то описанные окружности треуголь-
ников A1CB1, B1AC1, C1BA1 имеют общую точку.

10. Даны окружности ω1, ω2 и ω3, проходящие через точку X.
Вторая точка пересечения окружностей ω1 и ω2 — точка P , ω2

и ω3 — точка Q, ω3 и ω1 — точка R. На окружности ω1 выбрана
произвольная точка A. Вторая точка пересечения прямой AP
с ω2 — точка B, прямой AR с ω3 — точка C. Докажите, что
точки B, C и Q лежат на одной прямой.

11. Четыре окружности пересекают друг друга по циклу (т. е.
первая вторую, вторая третью, третья четвёртую, четвёртая
первую) в четырёх парах точек. Известно, из этих четырёх
пар можно выбрать по одной точек так, чтобы они лежали
на одной окружности или прямой. Докажите, что оставшиеся
четыре точки тоже лежат на одной окружности или прямой.

12. Дан треугольник ABC. На прямой BC лежат точки B1 и C1,
причём ∠(BA,AB1) +∠(CA,AC1) = 0. Докажите, что центры
описанных окружностей треугольников ABB1, ACC1, ABC1,
ACB1 лежат на одной окружности.

13. (Точка Микеля): Дан треугольник ABC. Точки A1, B1, C1 ле-
жат на прямых BC, CA, и AB соответственно. Докажите, что
описанные окружности треугольников AB1C1, BC1A1, CA1B1

пересекаются в одной точке.
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14. (Обобщённая теорема Симсона): Из точки P на описанной
окружности треугольника ABC провели прямые la, lb и lc та-
кие, что

∠(la, BC) = ∠(lb, CA) = ∠(lc, AB) 6= 0.

Докажите, что точки пересечения la и BC, lb и CA, lc и AB
лежат на одной прямой.

15. Треугольник ABC вписан в окружность с центром O. Неко-
торая окружность проходит через точки A и O и повторно
пересекает прямые AB, AC в точках B′, C ′ соответственно.
Докажите, что ортоцентр треугольника B′C ′O лежит на пря-
мой BC.

16. Дан четырехугольник ABCD. Прямые AB и CD пересекаются
в точке E, AD и BC — в точке F . Докажите, что окружности,
описанные около треугольников ABF , CDF , ADE и BCE, пе-
ресекаются в одной точкеM (точке Микеля четверки прямых
AB, BC, CD, DA).

17. Докажите, что в обозначениях предыдущей задачиM — центр
поворотной гомотетии, переводящей отрезок BE в FD (и DE
в FB, и т. д.).

18. В выпуклом четырёхугольнике ABCD биссектрисы пар углов
A и B, B и C, C и D, D и A пересекаются в различных точках
IAB, IBC , ICD, IDA соответственно. Докажите, что эти четыре
точки лежат на одной окружности.

19. Пусть на сторонах треугольника ABC во внешнюю сторону
построены треугольники A1BC, AB1C и ABC1 так, что сумма
их углов при вершинах A1, B1 и C1 кратна 180◦. Докажите, что
окружности, описанные около треугольников A1BC, AB1C и
ABC1, пересекаются в одной точке.

20. (Всероссийская олимпиада): В треугольнике ABC медианы
AMA, BMB и CMC пересекаются в точкеM . Построим окруж-
ность ΩA, проходящую через середину отрезка AM и касаю-
щуюся отрезка BC в точке MA. Аналогично строятся окруж-
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ности ΩB и ΩC . Докажите, что окружности ΩA, ΩB и ΩC имеют
общую точку.



187 Симедиана

6.3 Симедиана

Определение 6.3.1. Симедианой треугольника ABC называ-
ется прямая, симметричная медиане относительно биссектрисы
(медиана и биссектриса проведены из одной и той же вершины).

Такое определение может показаться не вполне естественным, но
оказывается, что симедиана возникает в ряде других конструк-
ций. Заметив любую из них и использовав после этого другие
подходящие свойства симедианы, иногда можно существенно со-
кратить процесс решения задачи. Свойства и признаки симедиа-
ны, о которых идёт речь, даются следующими теоремами.

Теорема 6.3.1. Пусть точка D лежит на стороне BC тре-
угольника ABC. Прямая AD является симедианой треугольни-

ка ABC тогда и только тогда, когда
BD

CD
=
AB2

AC2
.

Доказательству этой теоремы посвящена задача 4 этого раздела.

Теорема 6.3.2. Пусть треугольник ABC впи-
сан в окружность, а касательные к этой
окружности в точках B и C пересекаются в
точке K. Тогда AK — симедиана ∆ABC.

Отметим, что здесь не требуется остроугольность
∆ABC.

Итак, симедиана — это, с одной стороны, прямая, которая прохо-
дит через вершину треугольника и делит противолежащую этой
вершине сторону в заданном соотношении, а с другой — это пря-
мая, соединяющая вершину треугольника с точкой пересечения
касательных к описанной окружности треугольника, проведён-
ных в двух других вершинах. Третье свойство симедианы связано
с понятием антипараллелей (или антипараллельных прямых).
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Определение 6.3.2. Пусть две пря-
мые a и b пересекаются в точкеX, а пря-
мые `1 и `2 пересекают a соответствен-
но в точках A1 и A2, а b соответствен-
но в точках B1 и B2. Будем говорить,
что `1 и `2 антипараллельны (по отно-
шению к паре вертикальных углов, об-
разованных прямыми a и b), если четы-
рёхугольник A1A2B2B1 можно вписать
в окружность.
Если же прямая `1 проходит через точку X (A1 и B1 совпали), то
`1 и `2 называются антипараллельными, если `1 — касательная к
описанной окружности ∆A2B2X.
Название «антипараллельность» оправдано равенством углов (см.
рисунок, на котором `2 антипараллельна с прямыми `1, `′1 и `′′2),
как бы «противоположных» с теми, которые должны были бы
быть равны в случае параллельности прямых.
Связь антипараллельности и понятия симедианы даётся следую-
щим утверждением (см. обозначения на рисунке).

Теорема 6.3.3. Пусть прямые `1 и `2 антипараллельны отно-
сительно угла с вершиной X. Тогда симедиана ∆XA1B1, про-
ходящая через вершину X, есть медиана ∆XA2B2, а медиана
∆XA1B1, проходящая через вершину X, есть симедиана ∆XA2B2.

Доказательство этого факта моментально получится, если сделать ком-
позицию гомотетии с центром X и осевой симметрии относительно
биссектрисы ∠A1XB1 так, чтобы ∆A1XB1 перешёл в ∆A2XB2.

С антипараллельными прямыми читатель, конечно, встречался
неоднократно. К примеру, если в остроугольном треугольнике
ABC проведены высоты AA1 и BB1, то прямые AB и A1B1 анти-
параллельны (относительно угла ∠ACB, конечно, но это упоми-
нание часто не приводят, когда из контекста ясно, о чём речь; в
этом случае говорят просто об антипараллельных прямых). Дру-
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гой пример даётся вписанным четырёхугольником, пара противо-
положных сторон которого пересекается в некоторой точке. Тогда
вторая пара противоположных сторон лежит на антипараллель-
ных прямых.

Наконец, с симедианами тесно связано понятие гармонического
четырёхугольника.

Определение 6.3.3. Вписанный четырёхугольник ABDC назы-
вается гармоническим, если AB ·DC = AC ·BD.

В последней главе книги гармонический четырёхугольник изучается в
том числе с других позиций: как четырёхугольник, вершины которо-
го — гармоническая четвёрка точек на окружности. В частности, по-
этому четырёхугольник назван не ABCD, а ABDC: соответствующей
гармонической четвёркой в этом случае оказывается как раз четвёрка
точек A, B, C, D (в данном порядке). Тем не менее, в этом разделе
гармонические четвёрки нам пока не встретятся.

Теорема 6.3.4. Дан вписанный в окружность четырёхугольник
ABDC. Следующие условия эквивалентны:

1. ABDC — гармонический.

2. Диагональ AD — симедиана ∆ABC и ∆BDC.

3. Диагональ BC — симедиана ∆ABD и ∆ACD.

4. Биссектрисы углов A и D пересекаются на диагонали BC.

5. Биссектрисы углов B и C пересекаются на диагонали AD.

Доказательству этой теоремы посвящены задачи 10 и 11.

Отметим, что из последней теоремы следует любопытное свой-
ство: если во вписанном четырёхугольнике ABDC касательные,
проведённые к описанной окружности в вершинах B и C, пере-
секаются на прямой AD, то касательные, проведённые к этой же
окружности в вершинах A и D пересекаются на прямой BC.
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Задачи
1. В ∆ABC проведен отрезок B1C1, антипараллельный стороне

BC относительно ∠BAC, с концами на прямых AB и AC со-
ответственно. Докажите, что прямая AD — симедиана ∆ABC
тогда и только тогда, когда она делит B1C1 пополам.

2. Докажите теорему 6.3.2: касательные к описанной окружно-
сти треугольника, проведённые в двух его вершинах, пересе-
каются в одной точке с симедианой третьей вершины.

3. (Теорема Штейнера): Точки D и E на стороне BC треуголь-
ника ABC выбраны так, что ∠BAD = ∠CAE. Докажите, что
AB2

AC2
=
BD ·BE
CD · CE

.
Замечание. Для решения этой задачи не требуются симедиа-
ны, она может быть использована в качестве леммы к следу-
ющей задаче.

4. Докажите теорему 6.3.1: симедиана делит противоположную
сторону в отношении квадратов боковых сторон. Докажите,
что три симедианы пересекаются в одной точке (точке Лему-
ана).

5. Пусть вписанная окружность ∆ABC касается его сторон BC,
CA и AB соответственно в точках A′, B′ и C ′. Докажите с
помощью симедиан, что BB′, CC ′ и AA′ пересекаются в одной
точке.
Замечание. Напомним, что эта точка называется точкой Жер-
гонна.

6. Две окружности пересекаются в точках M и K. Из точки A
одной окружности проводятся лучи AM и AK, пересекающие
вторую окружность в точках B и C соответственно. Докажи-
те, что медианы всех таких ∆ABC, проведенные из вершины
A, проходят через фиксированную точку.

7. В треугольнике ABC отмечен центр описанной окружности O
и проведена медиана AM . Окружность ω1 проходит через B и
M и касается прямой AB, а окружность ω2 проходит через C и
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M и касается прямой AC. Докажите, что окружности ω1 и ω2

пересекаются на описанной окружности треугольника ABC.
8. Два квадрата AFGB и ACDE построены на сторонах остро-

угольного треугольника ABC во внешнюю сторону (все много-
угольники одинаково ориентированы). Пусть O — центр опи-
санной окружности треугольника AEF , а K — точка пере-
сечения касательных к описанной окружности треугольника
ABC, проведённых в точках B и C. Докажите, что точки O,
A и K лежат на одной прямой.

9. Точки A, B, C лежат на окружности ω, причем AB = BC.
Касательные к ω в точках A и B пересекаются в точке D.
Прямая CD пересекает ω в точке E. Докажите, что AE делит
BD пополам.

10. Пусть ABDC — вписанный. Докажите, что диагональ AD —
симедиана треугольника ABC тогда и только тогда, когда AB·
DC = AC ·BD, т. е. ABDC — гармонический.

11. Докажите, что следующие условия эквивалентны:

Вписанный четырехугольник ABCD гармонический;i.

Биссектрисы ∠BAC и ∠BDC пересекаются на прямой
BC;

ii.

Биссектрисы ∠ABD и ∠ACD пересекаются на прямой
AD.

iii.

12. (Всероссийская олимпиада): В ∆ABC проведена биссектриса
BD (точка D лежит на отрезке AC). Прямая BD пересека-
ет окружность Ω, описанную около ∆ABC, в точках B и E.
Окружность ω, построенная на отрезке DE как на диаметре,
пересекает Ω в точках E и F . Докажите, что прямая, симмет-
ричная BF относительно BD, содержит медиану ∆ABC.
Указание. Исследуйте четырехугольник BAFC на гармонич-
ность.
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13. На дуге BC, описанной окружности ∆ABC, не содержащей
точку A, выбрана точка P так, что ∠BAA1 = ∠PAC (A1 —
середина BC). Пусть окружность, проходящая через точки A1

и P , пересекает сторону BC в точке X, а описанную окруж-
ность в точке Y . Докажите, что точки A, X и Y лежат на
одной прямой.

14. Четырёхугольник ABCD — вписанный. Продолжения его про-
тивоположных сторон пересекаются в точках P и Q. Пусть K
иN — середины диагоналей. Докажите, что ∠PKQ+∠PNQ =
= 180◦.

15. (Польша): Треугольник ABC равнобедренный, AC = BC.
Пусть P — точка внутри ∆ABC такая, что ∠PAB = ∠PBC.
Пусть M — середина AB. Докажите, что ∠APM + ∠BPC =
= 180◦.

16. Дан равнобедренный треугольник ABC с равными сторонами
AB и AC, а также точка M — середина стороны BC. Най-
дите геометрическое множество точек P внутри треугольника
таких, что ∠BPM + ∠CPA = 180◦.

17. Треугольник ABC — неравнобедренный и непрямоугольный,
O — центр его описанной окружности, а A1, B1 и C1 — се-
редины сторон BC, CA и AB соответственно. На луче OA1

выбрана точка A2 так, что ∆OAA1 ∼ ∆OA2A. Точки B2 и C2

на лучах OB1 и OC1 определены аналогично. Докажите, что
AA2, BB2 и CC2 пересекаются в одной точке.

18. Дан остроугольный треугольник ABC и точка X внутри него.
Пусть ∠BAX = ∠ACX и ∠CAX = ∠ABX. Тогда точка X
лежит на симедиане вершины A.

19. (Вьетнам): Окружности ω и Ω пересекаются в точках A и
B, а PQ — их общая касательная. Касательные к описанной
окружности ∆PQA в точках P и Q пересекаются в точке S.
Пусть точка H симметрична точке B относительно PQ. Дока-
жите, что A, S и H лежат на одной прямой.

20. В остроугольном ∆ABC на сторонах AB и AC отмечены со-
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ответственно точки M и N так, что MN ‖ BC. Прямые BN и
CM пересекаются в точке P , а описанные окружности ∆BMP
и ∆CNP пересекаются в точке Q, отличной от P . Докажите,
что ∠BAQ = ∠CAP .

21. Две окружности ω1 и ω2 с центрами O1 и O2 пересекаются в
точках A и B. Пусть T1T2 — их общая касательная (Tk — точка
касания с ωk). Из точек T1 и T2 к прямой O1O2 провели пер-
пендикуляры с основаниями S1 и S2. Докажите, что ∠O1AO2

вдвое больше, чем ∠S1AB.
22. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AD к

стороне BC, а также отмечена середина M стороны BC и ор-
тоцентр H. Пусть E — точка пересечения описанной окружно-
сти треугольника ABC и луча MH, а F — точка пересечения
прямой ED с описанной окружностью треугольника ABC, от-

личная от E. Докажите, что
BF

CF
=
AB

AC
.

23. (США): Треугольник ABC вписан в окружность ω. Касатель-
ные к ω в точках B и C пересекаются в точке T . Точка S лежит
на луче BC так, что AS ⊥ AT . Точки B1 и C1 лежат на лу-
че ST (C1 лежит между B1 и S) так, что B1T = BT = C1T .
Докажите, что ∆ABC и ∆AB1C1 подобны.
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6.4 Изогональное сопряжение
Рассмотрим треугольник ABC и про-
извольную точку P , не лежащую на
его описанной окружности. Оказы-
вается, что если отразить прямые
AP, BP и CP относительно соответ-
ствующих биссектрис треугольника,
то полученные прямые пересекутся в
одной точке Q. Точка Q называется образом точки P при изо-
гональном сопряжении относительно треугольника ABC. Дока-
зать это несложно с помощью теоремы Чевы в тригонометриче-
ской форме:
Теорема 6.4.1. Пусть P — точка, не лежащая на описанной
окружности треугольника ABC, lA — прямая, симметричная
прямой AP относительно биссектрисы угла BAC. Аналогично
определим прямые lB и lC. Тогда прямые lA, lB и lC пересекаются
в одной точке.
Доказательство. Рассмотрим случай, когда точка P лежит внут-
ри треугольника. Воспользовавшись теоремой Чевы в тригоно-
метрической форме, получим

sin∠CAP
sin∠PAB

· sin∠ABP
sin∠PBC

· sin∠BCP
sin∠PCA

= 1.

Пусть прямая lA пересекает отрезок BC в точке A1. Аналогично
определим точки B1 и C1. Поскольку lA и AP симметричны от-
носительно биссектрисы угла BAC, ∠CAP = ∠A1AB, ∠PAB =
= ∠CAA1. Аналогичным образом мы можем получить равен-
ства ∠ABP = ∠B1BC, ∠PBC = ∠B1BC, ∠BCP = ∠C1CA и
∠PBC = ∠BCC1. Используя эти равенства, получаем

sin∠CAA1

sin∠A1AB
· sin∠ABB1

sin∠B1BC
· sin∠BCC1

sin∠C1CA
=(

sin∠CAP
sin∠PAB

· sin∠ABP
sin∠PBC

· sin∠BCP
sin∠PCA

)−1

= 1.
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Последнее означает, что по той же теореме Чевы в тригономет-
рической форме прямые lA, lB и lC пересекаются в одной точке,
что и требовалось.
Для точек вне окружности доказательство аналогично, только
теорема Чевы в тригонометрической форме должна использо-
ваться для ориентированных углов. Например, sin∠CAP нужно
поменять на sin∠(CA,AP ).
В случае точки на описанной окружности отраженные прямые
будут параллельны. Этот факт читателю предлагается доказать
в одной из задач данного раздела. �

Определение 6.4.1. Две пары прямых l1 и l2 называются изого-
налями угла, образованного прямыми l3 и l4, если они переходят
друг в друга при симметрии относительно биссектрисы (любой)
этого угла.

Определение 6.4.2. Прямая l1 называется изогональю к прямой
l2 относительно данного угла, если l1 и l2 — изогонали этого угла.

При решении задач может оказаться полезным следующий факт:

Теорема 6.4.2. (Об изогоналях): Пусть OB и OC — изогонали
угла AOD, прямые AC и BD пересекаются в точке Q, прямые
AB и CD — в точке P . Тогда OP и OQ — также изогонали
угла AOD.

Изогональное сопряжение можно рассматривать не только отно-
сительно треугольника. Две точки P и Q называются изогональ-
но сопряженными относительно четырёхугольника ABCD, если
AP и AQ— изогонали угла A, BP и BQ— изогонали углаB и т. д.
Однако далеко не для любой точки P на плоскости существует
её изогонально сопряженная, в отличие от случая с треугольни-
ком. Следующий факт даёт критерий существования для данной
точки её изогонально сопряженной:

Теорема 6.4.3. В четырехугольнике ABCD для точки P суще-
ствует изогонально сопряженная точка тогда и только тогда,
когда ∠(AP, PB) + ∠(CP, PD) = 180◦.
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Задачи
1. Докажите, что при изогональном сопряжении образ точки мож-

но также получить симметрией относительно биссектрис внеш-
них углов треугольника.
Другими словами, не важно, от внутренних или внешних
биссектрис происходит отражение, результат будет один
и тот же.

2. На плоскости даны прямые l1, l2, пересекающиеся в точке O,
и точка P . Пусть H1 и H2 — проекции точки P на l1 и l2
соответственно; l3 — прямая, симметричная OP относительно
биссектрисы угла, образованного прямыми l1 и l2. Докажите,
что l2 ⊥ H1H2.

3. Даны треугольник ABC и точка P , не лежащая на его описан-
ной окружности. Пусть A1, B1 и C1 — точки, симметричные
P относительно прямых BC, CA и AB соответственно. До-
кажите, что изогональ к прямой AP относительно угла BAC
является серединным перпендикуляром к отрезку B1C1.
Треугольник, образованный проекциями точки P на стороны
треугольника ABC, называется педальным треугольником
точки P относительно треугольника ABC. В то же время
треугольник A1B1C1 называется удвоенным педальным тре-
угольником.
Из утверждения задачи следует, что изогонали к прямым
AP , BP и CP относительно соответствующих углов тре-
угольника пересекаются в центре описанной окружности удво-
енного педального треугольника точки P . Тем самым получа-
ется геометрическое доказательство основной теоремы это-
го раздела (не основанное на теореме Чевы).

4. Используя изогональное сопряжение, докажите, что высоты
треугольника пересекаются в одной точке.

5. На плоскости дан треугольник. Найдите все точки плоскости,
остающиеся на месте при изогональном сопряжении относи-
тельно этого треугольника.
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6. Даны треугольник ABC и точка P на его описанной окруж-
ности (не совпадающая с A, B и C). Докажите, что:

изогонали к прямым AP , BP и CP относительно углов
CAB, ABC и BCA параллельны друг другу;

i.

(∗) эти прямые перпендикуляры прямой Симсона точки P
(см. раздел 6.6).

ii.

7. В треугольник ABC вписан эллипс с фокусами F1 и F2. Дока-
жите, что точки F1 и F2 изогонально сопряжены относительно
треугольника ABC.
Напомним определение эллипса, данное ранее в задаче 17 раз-
дела 1.5. Эллипсом называется геометрическое место точек
M плоскости, сумма расстояний от которых до двух дан-
ных точек F1 и F2 постоянна: MF1 + MF2 = const, причём
константа в правой части больше длины отрезка F1F2. Эл-
липс называется вписанным в треугольник, если он касается
каждой из сторон этого треугольника.

8. Докажите, что проекции двух изогонально сопряженных то-
чек на стороны треугольника лежат на одной окружности.

9. (Точки Брокара): Докажите, что внутри треугольника ABC
найдутся единственные точки P и Q такие, что

∠PAC = ∠PBA = ∠PCB, ∠QCA = ∠QAB = ∠QBC.

Также докажите, что точки P и Q изогонально сопряжены
относительно треугольника ABC.

10. Стороны треугольника ABC видны из точки T под углом 120◦.
Докажите, что прямые, симметричные прямым AT , BT и CT
относительно прямых BC, CA и AB соответственно, пересе-
каются в одной точке.

11. Даны треугольник ABC и пара изогонально сопряженных то-
чек P и Q внутри него. Пусть M — середина отрезка PQ,
а APBPCP и AQBQCQ — педальные треугольники точек P и
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Q соответственно относительно треугольника ABC. Докажи-
те, что радикальный центр трех окружностей, построенных
на отрезках APAQ, BPBQ и CPCQ как на диаметрах, совпада-
ет с точкой, изогонально сопряженной точке M относительно
треугольника ABC.

12. В выпуклом четырехугольнике ABCD углы A и C равны. До-
кажите, что проекции точки D на прямые AB, BC, CA и се-
редина отрезка AC лежат на одной окружности.

13. В остроугольном треугольнике ABC
точка M — середина BC, H — ос-
нование высоты, проведённой из A на
прямую BC. Точки P и Q внутри уг-
ла BAC выбраны так, что ∠BAP =
∠CAQ, BP ⊥ PA, AQ ⊥ QC (см. ри-
сунок). Докажите, что точки P , Q, M и
H лежат на одной окружности.

14. Дан треугольник ABC, на высоте AHA

которого выбрана точка K. Прямые
BK и CK пересекают прямые AC и AB в точках KB и KC со-
ответственно. Докажите, что AHA — биссектриса ∠KBHAKC .

15. (Московская Математическая Олимпи-
ада): Точка P внутри треугольника P
такова, что ∠PBA = ∠PCA (см. рису-
нок). Пусть B1 и C1 — проекции точки
P на стороны AB и AC соответствен-
но, M — середина BC. Докажите, что
MB1 = MC1.

16. Окружности ω1 и ω2 пересекаются в точ-
ках A и B, O — центр ω1. На ω2 выбрана
точка X, а прямые XA и XB вторично
пересекают ω1 в точках C иD соответственно (A лежит между
X и C, B лежит между X и D). Пусть P — точка, изогонально
сопряженная точке O относительно треугольника XCD. До-
кажите, что точка P лежит на фиксированной окружности,
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не зависящей от выбора точки X.
17. Даны четырехугольник ABCD и точка P . Докажите, что если

три из четырех прямых, симметричных AP , BP , CP , DP от-
носительно биссектрис соответствующих углов, пересекаются
в одной точке Q, то четвертая также проходит через эту точку.

18. Даны четырехугольник ABCD и точка P . Докажите, что точ-
ка, изогонально сопряженная P относительно четырехуголь-
ника, существует тогда и только тогда, когда проекции P на
стороны лежат на одной окружности (причем на этой окруж-
ности лежат и проекции изогонально сопряженной точки).

19. Пусть I — центр вписанной в четырёхугольник ABCD окруж-
ности. На отрезках AI и CI выбраны точки P и Q, причем

∠PDQ =
1

2
∠ADC. Докажите, что ∠PBQ =

1

2
∠ABC.

20. В треугольникеABC на сторонеBC выбрана точкаD. Окруж-
ности с центрами I1 и I2 вписаны в треугольники ABD и ACD.
ПустьM — точка касания вписанной окружности треугольни-
ка ABC со стороной BC. Докажите, что ∠I1MI2 = 90◦.
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6.5 Комплексные числа

Определение 6.5.1. Комплексное число z — это упорядоченная
пара вещественных чисел x и y, записываемая в форме z = x+iy.

В принципе, с тем же успехом комплексное число можно было бы пи-
сать и как z = (x, y), но удобство введённого выше обозначения обу-
словлено следующим определением:

Определение 6.5.2. Произведением двух комплексных чисел
z1 = x1 + iy1 и z2 = x2 + iy2 называется число (обозначаемое
z1 · z2) вида (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1).

С помощью так введённой операции умножения чисел можем сра-
зу вычислить произведение (0 + i · 1) · (0 + i · 1) (которое, ко-
нечно, в целях сокращения записи пишут как i · i): оно равно
(0 − 1) + i(0 + 0) = −1. Комплексное число z = i (в развёрнутой
записи это число 0 + i · 1) называют мнимой единицей.

Определение 6.5.3. Сумма и разность двух комплексных чисел
z1 = x1 + iy1 и z2 = x2 + iy2 — это, соответственно, числа z1 + z2 =
= (x1 + x2) + i(y1 + y2) и z1 − z2 = (x1 − x2) + i(y1 − y2).

Произведение комплексного числа z на вещественный скаляр α
можно считать уже определённым, если отождествить результат
этой операции с результатом умножения z на комплексное число
α + i · 0.
Теперь обсудим мотивацию ко введению комплексных чисел и
определению операций над ними (в частности, умножения) таким
образом, как указано в определении выше. Умножение определе-
но так, чтобы при выполнении арифметических операций можно
было раскрывать скобки «по привычным правилам», но с учётом
соотношения i2 = −1. Упорядоченная пара вещественных чисел,
как известно, задаёт точку на плоскости. Поэтому и комплексное
число естественно трактовать как координаты некоторой точки и
называть это комплексное число комплексной координатой дан-
ной точки. Фактически геометрический подход к комплексным
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числам повторяет весь путь, пройденный в этой книге в разделе
о координатных методах, и все задачи, решаемые в этом разделе,
можно было бы решить и в обычных декартовых координатах.
Но дополнительное удобство комплексных чисел состоит в нали-
чии умножения (для точек или для векторов на плоскости мы
не рассматривали какого бы то ни было способа умножить эти
точки или векторы друг на друга так, чтобы снова получился
вектор или точка на той же плоскости: даже векторное произве-
дение давало хоть и вектор, но ортогональный плоскости). Пра-
вила умножения (и деления, которое мы скоро определим) дают
дополнительные возможности относительно стандартных вектор-
ных операций.

Определение 6.5.4. Комплексная координата точки с радиусом-

вектором ~r =

(
x
y

)
— это комплексное число z = x + iy. Это же

комплексное число называется комплексной координатой указан-
ного вектора ~r.

Можно и вовсе считать, что введены два базисных вектора ~1 =

(
1
0

)
и ~i =

(
0
1

)
и пишется разложение z = x · ~1 + y ·~i.

Множество точек {x + i · 0 : x ∈ R} можно отождествить со
множеством всех точек оси OX.
Для комплексного числа z = x + iy будем рассматривать также
его вещественную часть x = Re z и мнимую часть y = Im z, а
также модуль |z| =

√
x2 + y2 и комплексно сопряжённое число

z = x− iy.

Утверждение 2. Для всякого z 6= 0 существует единственное
комплексное число (обозначаемое z−1) такое, что z · z−1 = 1.

Это число равно z−1 =
z

|z|2
.

С помощью последнего утверждения мы получаем возможность
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делить любые комплексные числа на любые ненулевые комплекс-
ные числа.

Комплексные числа удобно представлять в различных формах.
Форма записи z = x + iy называется алгебраической формой
комплексного числа. Введём также тригонометрическую и экспо-
ненциальную формы. Для перехода к тригонометрической фор-

ме вынесем за скобки модуль: z = |z|
(
x

|z|
+ i

y

|z|

)
. Две дроби

в скобках — косинус и синус угла ϕ наклона радиуса-вектора с
комплексной координатой z к оси OX. Поэтому мы можем дать
следующее определение.

Определение 6.5.5. Тригонометрической формой записи ком-
плексного числа z называется представление этого числа в виде
z = r(cosϕ + i sinϕ), где r = |z|, а ϕ — ориентированный угол
между радиусом-вектором, задаваемым ненулевым числом z и
положительным направлением оси OX.

Для нулевого комплексного числа в представлении выше доста-
точно взять r = 0 и любое значение ϕ.
Угол ϕ, заключённый в полуинтервале [0, 2π), называется аргу-
ментом (а точнее, главным аргументом) ненулевого комплексно-
го числа z, если z представляется в виде r(cosϕ+ i sinϕ) (пишут
ϕ = arg z). Для нулевого комплексного числа аргумент не опреде-
лён. На более общих определениях аргумента комплексного числа
мы останавливаться не будем, и они нам не потребуются. Отме-
тим лишь, что часто под аргументом понимается любой угол ϕ,
задающий ненулевое комплексное число в тригонометрической
форме. Главный аргумент — один, он лежит в [0, 2π), а любые
два аргумента отличаются на 2π.
Удобство тригонометрической формы состоит в том, что при умно-
жении двух чисел модули перемножаются, а аргументы — скла-
дываются:

|z1| · (cosϕ1 + i sinϕ1) · |z2| · (cosϕ2 + i sinϕ2) =
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= |z1| · |z2| · (cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)).

Проверьте эту формулу, раскрыв скобки.
Отсюда легко следует формула Муавра: zn = |z|n(cosnϕ+i sinnϕ)
для натуральных n.

Определение 6.5.6. Для вещественного числа ϕ будем назы-
вать eiϕ комплексное число cosϕ+ i sinϕ.

Не следует поддаваться желанию придать этому выражению смысл
«возведения числа e = 2,718281828459045 . . . в комплексную степень».
Это обозначение вводится для краткости и из тех соображений, что

eiϕ1 ·eiϕ2 = ei(ϕ1+ϕ2). Несложно проверить и что
eiϕ1

eiϕ2
= ei(ϕ1−ϕ2), поэто-

му такие выражения ведут себя во многом похоже на показательную
функцию ex. Более глубокие связи таких выражений с показательной
функцией нам в данной книге не потребуются.

Определение 6.5.7. Экспоненциальной формой записи комплекс-
ного числа z = |z|(cosϕ+ i sinϕ) называется его представление в
виде z = |z|eiϕ.

Читатель, конечно, обратил внимание на то, что последнее определе-
ние не привнесло ничего нового: мы попросту взяли тригонометриче-
скую форму и переобозначили один из множителей, входящих в неё.
Очевидное удобство экспоненциальной формы — краткость её записи.
Зафиксируем теперь ненулевое комплексное число a = |a|eiϕ и
рассмотрим преобразование плоскости, переводящее точку с ком-
плексной координатой z (или, говоря короче, точку z) в точку
az. Несложно понять, что это преобразование — композиция го-
мотетии с центром в начале координат и коэффициентом |a| и
поворота на угол arg a = ϕ. Такая композиция, как известно, на-
зывается поворотной гомотетией. Если |a| = 1, то домножение на
a = eiϕ есть просто поворот на угол ϕ, а если a вещественно, то
это преобразование — «обычная» гомотетия.
Посмотрим теперь на операцию извлечения корня натуральной
степени из комплексного числа.
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Задача 6.5.1. Решите уравнение zn = a относительно z, где
a — известное комплексное число.

Решение. Представим правую часть в виде |a|eiα, а левую — в
виде |z|neiϕn. Из равенства |z|neiϕn = |a|eiα взятием модуля при-
ходим к |z|n = |a|, поэтому |z| = n

√
|a|. Решая (тригонометриче-

ское) уравнение einϕ = eiα, находим nϕ = α + 2πk, k ∈ Z, откуда

получаем решения ϕ =
α

n
+ 2π

k

n
, k ∈ Z. Несложно заметить,

что различных комплексных чисел при этом получается n штук.
Поэтому n

√
a — это множество значений, а не одно значение:{

n
√
|a|
(

cos

(
α

n
+ 2π

k

n

)
+ i sin

(
α

n
+ 2π

k

n

)) ∣∣∣∣ k = 0, . . . , n− 1

}
.

Корни n-ой степени из ненулевого комплексного числа при n > 3
лежат в вершинах правильного n-угольника с центром в начале
координат. �

Следующая задача (или её множественные модификации) часто
оказывается полезной при решении других задач.

Задача 6.5.2. Две противоположные вершины квадрата зада-
ны комплексными координатами a и c. Найдите комплексные
координаты b и d двух других вершин.

Решение. Центр X квадрата задаётся числом x =
a+ c

2
, вектор

−−→
XA имеет комплексную координату x − a =

c− a
2

. Добавляя к

числу x этот вектор, который повернули на±π
2
, получим искомые

вершины квадрата: это комплексные числа x ± i
c− a

2
: одна из

вершин есть
1

2
(a+ c+ ic− ia), а вторая, соответственно,

1

2
(a+ c−

− ic+ ia). �

Первые задачи этого раздела — не по геометрии: это задачи, дан-
ные как тренировочные по работе с арифметическими операци-
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ями с комплексными числами. Затем идут простые геометриче-
ские задачи, для которых никаких знаний, кроме геометрическо-
го смысла комплексного числа и арифметических операций над
этими числами, не требуется. В условиях задач 9-19 приведены
важные леммы о комплексных числах, которые оказываются до-
статочно удобны для того, чтобы решать оставшиеся задачи этого
раздела.
Некоторые из этих задач уже предлагались в разделе о коорди-
натах. В принципе их решение можно было бы взять за основу
решения в комплексных числах, поскольку фактически работа с
координатами и ведётся. Но комплексные числа можно перемно-
жать, получая гомотетии и повороты. В частности, упрощается
поворот на ±90◦ (это домножение на ±i).

Задачи
1. Перейдите от алгебраической формы записи числа 36−36

√
3i к

тригонометрической и экспоненциальной формам записи ком-
плексного числа и обратно.

2. Докажите, что (cosϕ+ i sinϕ)n = cosnϕ+ i sinnϕ.
Верно ли, что n

√
(cosϕ+ i sinϕ) = cos

ϕ

n
+ i sin

ϕ

n
?

3. Вычислите
(1 + i)40

(1 + i
√

3)30
.

4. Докажите, что комплексно сопряженные числа к произведе-

нию z1 · z2 и к частному
z1

z2

есть, соответственно, z1 · z2 и
z1

z2

.

5. Выразите sinnx и cosnx через sinx и cosx при любых нату-
ральных n.

6. Найдите сумму корней n-ой степени из числа 1. Решите урав-
нение z4 = i.

7. Найдите сумму квадратов расстояний от точки P до вершин
правильного n-угольника, вписанного в окружность радиуса
R, если расстояние от центра окружности до точки P равно
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d.

8. Докажите, что сумма квадратов диагоналей четырёхугольни-
ка равна удвоенной сумме квадратов средних линий.

9. Докажите, что скалярное произведение векторов с комплекс-
ными координатами a и b можно вычислять по формуле: −→a ·
·
−→
b =

1

2
(ab+ ba).

10. Докажите критерий коллинеарности двух ненулевых векторов
(комплексные числа a, b, c, d задают соответственно точки A,

B, C, D):
−→
AB ‖

−−→
CD ⇔ a− b

c− d
=
a− b
c− d

.

11. Докажите критерий ортогональности двух ненулевых векто-
ров (комплексные числа a, b, c, d задают соответственно точки

A, B, C, D):
−→
AB ⊥

−−→
CD ⇔ a− b

c− d
= −a− b

c− d

12. Докажите, что точка C делит отрезок AB в отношении
AC

BC
=

=
λ

µ
тогда и только тогда, когда для комплексных чисел a,

b и c, задающих соответственно точки A, B и C выполнено

соотношение c =
λ

λ+ µ
b+

µ

λ+ µ
a.

13. Докажите, что четыре точки с комплексными координатами a,
b, c и d, не лежащие на одной прямой, лежат на одной окруж-

ности тогда и только тогда, когда
c− a
c− b

:
d− a
d− b

∈ R.

14. Докажите, что уравнение прямой, проходящей через точки a
и b, имеет вид z(a− b) + z(b− a) + ab− ba = 0. Для двух точек
a и b на единичной окружности |z| = 1 уравнение секущей
принимает вид z + zab = a+ b.

15. Докажите, что комплексно сопряжённое число к комплексной
координате точки пересечения секущих единичной окружно-
сти, проходящих через A, B и через C, D, выражается фор-
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мулой z =
a+ b− c− d
ab− cd

.

16. Докажите, что равенство ab = −cd есть критерий перпенди-
кулярности хорд AB и CD единичной окружности.

17. Докажите, что точка пересечения двух перпендикулярных хорд
единичной окружности AB и CD находится по формуле z =

=
1

2
(a+ b+ c+ d).

18. Дано ненулевое комплексное число p. Докажите, что уравне-
ние касательной к окружности zz = pp в точке p имеет вид:
pz + zp = 2pp.

19. Докажите, что точка пересечения касательных в точках a и b

к единичной окружности выражается формулой: z =
2ab

a+ b
.

20. Вершины треугольника ABC с комплексными координатами
a, b и c лежат на единичной окружности zz = 1. Докажите, что
комплексная координата ортоцентра ∆ABC равна h = a+b+c.

21. (Теорема Эйлера): Докажите, что в любом треугольнике центр
описанной окружности, точка пересечения медиан и ортоцентр

лежат на одной прямой, причем
−→
OG =

1

2

−−→
GH.

22. Пусть H — ортоцентр остроугольного ∆ABC, а точка X сим-
метрична точке H относительно середины стороны BC. Дока-
жите, что AX — диаметр описанной окружности.

23. (Прямая Ньютона): Докажите, что в описанном четырехуголь-
нике середины диагоналей и центр окружности лежат на од-
ной прямой.

24. (Теорема Паскаля): Докажите, что точки пересечения пря-
мых, содержащих противоположные стороны вписанного ше-
стиугольника, лежат на одной прямой.

25. Докажите, что треугольники ∆A1B1C1 и ∆A2B2C2, заданные
комплексными координатами всех своих вершин, подобны то-
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гда и только тогда, когда (в естественных обозначениях)∣∣∣∣∣∣
a1 a2 1
b1 b2 1
c1 c2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

26. Докажите, что ∆ABC, вершины которого задаются комплекс-
ными числами a, b и c с равными модулями, равносторонний
тогда и только тогда, когда a2 + b2 + c2 = ab+ bc+ ca.

27. На сторонах четырёхугольника ABCD во внешнюю сторону
построены квадраты с центрами W , X, Y , Z. Докажите, что
в четырёхугольнике WXY Z диагонали равны и перпендику-
лярны.

28. Через точку M , лежащей на описанной окружности ∆ABC,
проведены хорды MP и MQ этой окружности так, что MP ⊥
⊥ AB и MQ ⊥ AC. Докажите, что CP ‖ BQ.

29. Точка A взята внутри окружности. Для каждой хорды окруж-
ности, проходящей через A, построим точку пересечения ка-
сательных к этой окружности, проведенных в концах хорды.
Докажите, что все эти точки пересечения лежат на одной пря-
мой.

30. На сторонах треугольника ABC во внешнюю сторону постро-
ены квадраты BAED и ACFG. Докажите, что медиана AM
треугольника ABC перпендикулярна EG.

31. На сторонах треугольника ABC во внешнюю сторону построе-
ны квадраты BAED и ACFG. Докажите, что середина отрез-
ка DF — одна и та же точка, независимо от положения точки
A (при фиксированных B и C).

32. К окружности с центром O проведены две параллельные ка-
сательные, а также третья касательная, пересекающая первые
две в точках A и B. Докажите, что ∠AOB = 90◦.

33. Докажите, что преобразование плоскости, из которой удалили

точку z = 0, задаваемое формулой z 7→ 1

z
, переводит окруж-
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ность или прямую в окружность или прямую.
34. Четырехугольник APBQ вписан в окружность ω, ∠P = ∠Q =

= 90◦ и AP = AQ < BP . Пусть X — произвольная точка
на отрезке PQ. Прямая AX пересекает ω в точках A и S, а
точка T выбрана на дуге AQB окружности ω таким образом,
что прямые XT и AX перпендикулярны. ПустьM — середина
хорды ST . Докажите, что при перемещении X по отрезку PQ
точка M движется по окружности.

35. (Всероссийская олимпиада): Четверо правильно идущих круг-
лых часов (разных размеров) лежат на столе циферблатами
вверх так, что их центры являются вершинами квадрата. В
некоторый момент времени концы минутных стрелок оказа-
лись вершинами квадрата. Докажите, что четырёхугольник,
образованный концами минутных стрелок, в любой момент
времени является квадратом. (Толщиной часов пренебречь.)
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6.6 Прямая Симсона

Пусть треугольник ABC вписан в окружность, а точка P лежит
на этой окружности. Оказывается, что если из точки P провести
перпендикуляры к прямым, содержащим стороны треугольника
ABC, основания перпендикуляров будут лежать на одной пря-
мой. Эта прямая называется прямой Симсона точки P относи-
тельно треугольника ABC (или просто прямой Симсона, если из
контекста ясно, о какой точке и каком треугольнике идёт речь).
Доказать это утверждение несложно, воспользовавшись свойства-
ми вписанных четырёхугольников. Такой подход отнесён к пер-
вой задаче раздела и оставляется читателю. Мы продемонстри-
руем иное известное доказательство, использующее гомотетию.

Задача 6.6.1. Треугольник ABC вписан в окружность, а точка
P лежит на этой окружности. Точки Pa, Pb и Pc симметричны
точке P относительно прямых BC, CA и AB соответствен-
но. Докажите, что эти три точки лежат на одной прямой,
проходящей через ортоцентр треугольника ABC.

Доказательство. Проведём пря-
мые PPa, PPb и PPc до пересече-
ния с окружностью в точках X, Y
и Z соответственно. Утверждение
будет доказано, если окажется, что
AX ‖ BY ‖ CZ, причём PcH ‖ CZ,
PbH ‖ BY и PaH ‖ AP .
Заметим теперь, что отрезок PcH
переходит в отрезок CZ при парал-
лельном переносе. Чтобы это уви-
деть, следует сделать композицию
осевых симметрий: сначала отно-
сительно прямой AB, а затем от-
носительно прямой, параллельной
AB и проходящей через точку O.
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Такое преобразование переводит Pc в Z, а H в C. Аналогичное
верно и для пар отрезков PbH, BY и PaH, AX.
Остаётся доказать, что AX ‖ BY ‖ CZ. Приведём доказатель-
ство c помощью комплексных чисел (читатели, возможно, уже
узнали утверждение задачи 28 предыдущего раздела). Рассмот-
рим единичную окружность на комплексной плоскости, заданную
уравнением zz = 1. Пусть точки A, B, C, P , X, Y и Z заданы
своими комплексными координатами a, b, c, p, x, y и z соответ-
ственно. Тогда

z = −ab
p
, y = −ac

p
, x = −bc

p
.

Прямые CZ и BY параллельны, поскольку отношение

c+ ab/p

b+ ac/p
=
cp+ ab

bp+ ac

вещественно: его сопряжённое равно

1/cp+ 1/ab

1/bp+ 1/ac
=
ab+ cp

ac+ bp
.

Утверждение о существовании прямой Симсона теперь очевидно:
Достаточно сделать гомотетию с центром в точке P и коэффици-
ентом 1/2, чтобы указанная нами прямая, проходящая через Pa,
Pb и Pc, перешла в нужную.
Может показаться, что мы слишком усложнили задачу: ведь по-
сле решения задачи 1 читатель сразу поймёт, что теорема о су-
ществовании прямой Симсона доказывается элементарно. Приве-
дённое доказательство, тем не менее, обладает одним преимуще-
ством: в нём фигурировала точка H, она также принадлежала
полученной прямой PaPc.
Поскольку комплексные числа уже изучены в предыдущем раз-
деле, в задачи данного раздела включено также третье доказа-
тельство существования прямой Симсона (см. задачу 16).
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Задачи
1. (Прямая Симсона): Докажите, что основания перпенди-

куляров, проведённых из точки P описанной окружности
треугольника на его стороны или их продолжения, лежат
на одной прямой.

i.

Основания перпендикуляров, проведённых из некоторой
точки P на стороны треугольника или их продолжения,
лежат на одной прямой. Докажите, что точка P лежит на
описанной окружности треугольника.

ii.

2. Точки A, B и C лежат на одной прямой, точка P — вне этой
прямой. Докажите, что центры описанных окружностей ∆PAB,
∆PBC, ∆PCA лежат на одной окружности с точкой P .
См. эту же задачу также в контексте преобразования инверсии (за-
дача 30 раздела 6.8).

3. На окружности фиксированы точки P и C. Точки A и B пе-
ремещается по окружности так, что ∠ACB остаётся постоян-
ным. Докажите, что прямые Симсона точки P относительно
треугольников ABC касаются фиксированной окружности.

4. Точка P движется по описанной окружности треугольника
ABC. Докажите, что при этом прямая Симсона поворачива-
ется на угол, равный половине угловой величины дуги, прой-
денной точкой P .

5. Хорда PQ описанной окружности треугольника ABC перпен-
дикулярна стороне BC. Докажите, что прямая Симсона точки
P относительно треугольника ABC параллельна прямой AQ.

6. Высоты треугольника ABC пересекаются в точке H, а P —
точка на его описанной окружности. Докажите, что прямая
Симсона точки P относительно треугольника ABC делит от-
резок PH пополам.

7. Докажите, что прямая Симсона, соответствующая точке P на
описанной окружности ∆ABC, пересекает прямую, соединяю-
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щую P с ортоцентром ∆ABC, в точке на окружности девяти
точек этого треугольника.

8. Точка P лежит на описанной окружности ∆ABC, а X, Y ,
Z — основания перпендикуляров из P к прямым, содержащим
стороны этого треугольника (X лежит на прямой BC). До-
кажите, что точка P лежит на симедиане вершины A если и
только если XY = XZ.

9. Дан треугольник ABC, O — центр его описанной окружно-
сти. Проекции точек D и X на стороны треугольника лежат
на прямых ` и `1, причём ` ‖ XO. Докажите, что прямая `1

образует равные углы с прямыми AB и CD.
10. Дан треугольник. Рассматриваются прямые `, обладающие сле-

дующим свойством: Три прямые, симметричные ` относитель-
но сторон треугольника, пересекаются в одной точке. Докажи-
те, что все такие прямые ` пересекаются в одной точке.

11. Центр окружности ω2 лежит на окружности ω1. Из точки X
окружности ω1 проведены касательные XP и XQ к окружно-
сти ω2 (P и Q — точки касания), которые вторично пересекают
ω1 в точках R и S. Докажите, что прямая PQ проходит через
середину отрезка RS.

12. Пусть ABC — остроугольный треугольник, D, E и F — ос-
нования высот этого треугольника, проведённых из A, B и C
соответственно. Пусть P , Q, R и S — основания перпендикуля-
ров из точки D на прямые BA, BE, CF и CA соответственно.
Докажите, что точки P , Q, R и S лежат на одной прямой.

13. (Теорема Сальмона): Через точку окружности проведены три
произвольные хорды, на которых как на диаметрах построены
окружности. Докажите, что вторые попарные точки пересече-
ния этих окружностей лежат на одной прямой.

14. (Прямая Обера полного четырёхсторонника): Докажите, что
четыре ортоцентра четырёх треугольников, образованных че-
тырьмя попарно пересекающимися прямыми, никакие три из
которых не проходят через одну точку, лежат на одной пря-
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мой.
15. Докажите, что проекции точки P описанной окружности че-

тырёхугольника ABCD на прямые Симсона треугольников
BCD, CDA, DAB и BAC лежат на одной прямой (она на-
зывается прямой Симсона вписанного четырёхугольника).

16. (Прямая Симсона в комплексной форме): Пусть u — точка на
окружности zz = 1, а u1, u2 и u3 — основания перпендикуля-
ров из точки u на стороны a2a3, a1a3 и a1a2 вписанного в эту
окружность треугольника с вершинами a1, a2 и a3. Докажите,
что точки u1, u2 и u3 лежат на одной прямой.

17. Во вписанном четырёхугольнике ABCD прямая Симсона точ-
ки A относительно треугольника BCD перпендикулярна пря-
мой Эйлера ∆BCD. Докажите, что прямая Симсона точки
B относительно треугольника ACD перпендикулярна прямой
Эйлера ∆ACD.

18. Треугольник ABC вписан в окружность. Для двух точек P и
Q этой окружности построены прямые Симсона относительно
∆ABC. Докажите, что угол между этими прямыми равен по-
ловине величины дуги, заключённой между указанными точ-
ками окружности.

19. Докажите, что прямые Симсона двух диаметрально противо-
положных точек описанной окружности треугольника перпен-
дикулярны, а их точка пересечения лежит на окружности де-
вяти точек треугольника.

20. Точки A, B, C и P лежат на окружности с центром O. Сто-
роны треугольника A1B1C1 параллельны прямым PA, PB и
PC (PA ‖ B1C1 и т. д.). Через вершины ∆A1B1C1 проведены
прямые, параллельные сторонам ∆ABC.

Докажите, что эти прямые пересекаются в точке P1, ле-
жащей на описанной окружности ∆A1B1C1.

i.

Докажите, что прямая Симсона точки P1 параллельна
прямой OP .

ii.



215 Прямая Симсона

21. Даны две окружности и три прямые. Каждая прямая высе-
кает на окружностях хорды равной длины, а точки пересече-
ния прямых образуют треугольник. Докажите, что описанная
окружность этого треугольника проходит через середину от-
резка между центрами данных окружностей.

22. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность. Пусть `a —
прямая Симсона точки P относительно ∆BCD. Прямые `b, `c
и `d определяются аналогично. Докажите, что прямые `a, `b,
`c и `d пересекаются в одной точке.

23. Дан треугольник ABC и точки P и Q, лежащие на его опи-
санной окружности. Точку P отразили относительно прямой
BC и получили точку Pa. Точку пересечения прямых QPa и
BC обозначим A1. Точки B1 и C1 определяются аналогично.
Докажите, что точки A1, B1 и C1 лежат на одной прямой.

24. Даны точки A, B, C, D и E такие, что ABCD — параллело-
грамм, четырёхугольник BCED вписанный, A лежит на пря-
мой `, ` пересекает внутренность отрезка CD в точке F и пря-
мую BG в точке G. Докажите, что если EF = EG = EC, то
` — биссектриса угла BAD.

25. Из точки P описанной окружности ∆ABC проведены прямые
PA1, PB1 и PC1 под данным ориентированным углом α к пря-
мым BC, CA и AB соответственно (точки A1, B1 и C1 лежат
на прямых BC, CA и AB). Докажите, что точки A1, B1 и C1

лежат на одной прямой (обобщённой прямой Симсона).
26. (∗) Дан фиксированный треугольник ABC. Пусть D — произ-

вольная точка, не совпадающая с его вершинами. Окружность
с центром D, проходящая через A, пересекает вторично пря-
мые AB и AC в точках Ab и Ac соответственно. Аналогично
определяются точки Ba и Bc, Ca и Cb. Точку D назовём хоро-
шей, если точки Ab, Ac, Ba, Bc, Ca и Cb лежат на одной окруж-
ности. Сколько может оказаться точек, хороших для данного
∆ABC?
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6.7 Аффинные преобразования

Для наглядного определения аффинного преобразования плос-
кости рассмотрим так называемое параллельное проектирование
плоскости на плоскость в трёхмерном пространстве.

Определение 6.7.1. Параллельным проектированием плоско-
сти α на плоскость β (вдоль вектора ~a, не параллельного α и β),
называется отображение плоскости α на плоскость β, сопостав-
ляющее точке X ∈ α такую точку X ′ ∈ β, что

−−→
XX ′ ‖ ~a.

Отождествим начальную и конечную плоскости α и β. Таким
образом можно говорить о преобразовании (отображении само
на себя) плоскости в результате параллельного проектирования.
Такое преобразование плоскости или композицию произвольного
конечного числа таких преобразований мы будем называть аф-
финным преобразованием.
Аффинное преобразование переводит прямую в прямую, отрезок
в отрезок, а также сохраняет параллельность (т. е. пара парал-
лельных прямых под действием такого преобразования переходит
в пару параллельных прямых). При этом сохраняется отношение
длин отрезков, лежащих на параллельных прямых:

Теорема 6.7.1. Пусть A′, B′, C ′, D′ — образы точек A, B, C,
D при аффинном преобразовании плоскости, причем

−→
AB =

−−→
CD.

Тогда
−−→
A′B′ =

−−→
C ′D′.

Доказательство. Заметим, что
−−→
A′B′ ‖

−−→
C ′D′, поскольку парал-

лельные прямые переходят в параллельные при аффинном пре-
образовании. Рассмотрим плоскости α и β в пространстве из опре-
деления аффинного преобразования и соответствующий преобра-
зованию вектор ~a ‖

−−→
AA′ (а также параллельный

−−→
BB′,

−−→
CC ′,

−−→
DD′).

Здесь A, B, C, D ∈ α, а A′, B′, C ′, D′ ∈ β. Пусть прямая, про-
ходящая через точку B′ и параллельная прямой AB, пересекает
прямую AA′ в точке A′′. Четырёхугольник ABB′A′′ — паралле-
лограмм, поэтому AB = A′′B′. Далее из теоремы синусов для
треугольника A′′B′A′ имеем
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AB

sin∠(α,~a)
=

A′′B′

sin∠(α,~a)
=

A′B′

sin∠(β,~a)
⇒ A′B′ = AB · sin∠(β,~a)

sin∠(α,~a)
.

Аналогично можно получить соотношение C ′D′ = CD·sin∠(β,~a)

sin∠(α,~a)
,

откуда следует, что A′B′ = C ′D′. Таким образом, длины и направ-
ления двух векторов

−−→
A′B′ и

−−→
C ′D′ совпадают, поэтому эти векторы

равны, что и требовалось доказать. �

Отношение площадей двух фигур также сохраняется при аффин-
ном преобразовании.
Аффинное преобразование является взаимно однозначным (у каж-
дой точки есть прообраз, притом ровно один), и поэтому для аф-
финного преобразования существует обратное. Оказывается при
этом, что и обратное преобразование также аффинно.
Опишем структуру аффинных преобразований. Для этого нам
потребуется следующее

Определение 6.7.2. Сжатием к прямой l с коэффициентом k на-
зывается преобразование плоскости, переводящее произвольную
точку A в такую точку A′, что прямая AA′ перпендикулярна l и−−→
HA′ = k ·

−−→
HA, где H — точка пересечения прямых l и AA′.

Сформулируем теорему, характеризующую все аффинные преоб-
разования:

Теорема 6.7.2. Любое аффинное преобразование можно пред-
ставить в виде композиции (т. е. последовательного примене-
ния) движения, гомотетии и сжатия к прямой.

Любое движение, гомотетия или сжатие являются аффинным
преобразованием. Это утверждение можно доказать, явно ука-
зав способ параллельного проектирования одной плоскости на
другую с тем, чтобы после отождествления плоскостей получить
требуемое преобразование.



Аффинные преобразования 218

При решении задач с помощью аффинных преобразований доста-
точно удобной в применении оказывается следующая теорема:

Теорема 6.7.3. Существует единственное аффинное преобра-
зование, переводящее заданный ∆ABC в заданный ∆A1B1C1 с
сохранением соответствия вершин.

Как следствие — любой параллелограмм можно аффинным пре-
образованием перевести в любой параллелограмм. Отметим, что
для произвольных четырёхугольников аналогичное утверждение
не имеет места.

Задачи
1. Докажите, что медианы треугольника пересекаются в одной

точке и делятся этой точкой в отношении 2 : 1, считая от
вершины.

2. В треугольнике ABC проведена медиана CM , а через точку P
на этой медиане проведены отрезки AA1 и BB1 (A1 и B1 лежат
на сторонах BC и AC соответственно). Пусть BA1 : A1C = α.
Найдите отношение AB1 : B1C.

3. Пусть E и F — середины сторон DA и BC параллелограмма
ABCD. Докажите, что прямые BE и DF делят диагональ AC
на три отрезка одинаковых длины.

4. Пусть в треугольнике ABC с точкой пересечения медиан G на
на сторонах AB, BC, CA отмечены точки D, E, F соответ-

ственно, причем
AD

DB
=
BE

EC
=
CF

FA
. Докажите, что G — точка

пересечения медиан и для треугольника DEF .
5. На сторонах треугольника ABC отмечены точки C1, C2 на AB,

A1, A2 на BC, B1, B2 на CA (C1 находится ближе к A, A1 —
ближе к B, B1 — ближе к C), делящие стороны треугольника
на равные части (AC1 = C1C2 = C2B и т. д.). Докажите, что
диагонали C1A2, C2B1, A1B2 шестиугольника C1C2A1A2B1B2

пересекаются в одной точке.
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6. На сторонах треугольника ABC отмечены точки C1, C2 на AB,
A1, A2 на BC, B1, B2 на CA (C1 находится ближе к A, A1 —
ближе к B, B1 — ближе к C), делящие стороны треугольника
на равные части (AC1 = C1C2 = C2B и т. д.). Рассмотрим ше-
стиугольник, образованный пересечением прямых AA1, AA2,
BB1, BB2, CC1, CC2 (стороны шестиугольника лежат на этих
прямых). Докажите, что его главные диагонали (соединяющие
вершины через две) пересекаются в одной точке.

7. На сторонах AB и AD параллелограмма ABCD взяты точки
F и E соответственно, а G — точка пересечения отрезка EF с

диагональю AC. Докажите, что
AB

AF
+
AD

AE
=
AC

AG
.

8. Точки A1, B1 и C1 на сторонах BC, CA и AB треугольни-
ка ABC с площадью 1 делят эти стороны в отношении AC1 :
: C1B = BA1 : A1C = CB1 : B1A = k. Пусть A2, B2 и C2 — точ-
ки пересечения соответственно пар прямых BB1 и CC1, CC1

и AA1, AA1 и BB1. Найдите площадь треугольника A2B2C2.
9. Точки A1, B1 и C1 на сторонах BC, CA и AB треугольника

ABC с площадью 1 делят эти стороны в отношении α, β и γ.
Пусть A2, B2 и C2 — точки пересечения соответственно пар
прямых BB1 и CC1, CC1 и AA1, AA1 и BB1. Докажите, что
площадь треугольника A2B2C2 зависит только от чисел α, β
и γ, но не от того, какие конкретно из точек A1, B1, C1 делят
соответствующую сторону в этих отношениях.

10. Прямая проходит через точку пересечения медианM треуголь-
ника ABC и пересекает прямые AB, BC и CA в точках X, Y и
Z. Пусть X и Y лежат по одну сторону от M на этой прямой.

Докажите, что
1

MZ
=

1

MX
+

1

MY
.

11. На стороне BC треугольника ABC взята середина A1, а также
произвольная точка X на отрезке CA1. Прямые XY и XZ
параллельны AC и AB соответственно (точки Y и Z лежат на
сторонах AB и AC). Пусть медиана AA1 пересекает отрезок
XY в точке W . Докажите, что CWY Z — параллелограмм.
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12. Докажите «замечательное свойство трапеции» (теорему 1.4.9):
середины оснований трапеции, а также точка пересечения её
боковых сторон лежат на одной прямой.

13. В трапеции ABCD с большим основанием AD проведены от-
резки BE ‖ CD и CF ‖ AB (точки E и F лежат на отрезке
AD). Пусть X и Y — точки пересечения BE c AC и CF с
BD соответственно. Докажите, что прямая XY параллельна
основаниям трапеции.

14. В трапеции ABCD с большим основанием AD на диагоналях
AC и BD отмечены соответственно точки F и E так, что AF =
= CO иDE = BO (O — точка пересечения диагоналей). Пусть
G и H — точки пересечения прямых CE и BF с основанием
AD. Докажите, что AH = DG.

15. (Теорема Гаусса): В четырёхугольнике ABCD, не имеющем
параллельных сторон, прямая, проходящая через середины диа-
гоналей, проходит через середину отрезка с концами в точках
пересечения противоположных сторон.

16. ПараллелограммABCD лежит внутри другого параллелограм-
ма AEFG, причём вершины B и D лежат на отрезках AE и
AG. Докажите, что прямые BG, ED и FC пересекаются в од-
ной точке.

17. На стороне AB треугольника ABC выбраны точки C1 и C2,
на стороне BC — A1 и A2, на стороне CA — B1 и B2 соответ-
ственно, причем

AC1

C1B
=
BA2

A2C
,
BA1

A1C
=
CB2

B2A
,
CB1

B1A
=
AC2

C2B
.

Докажите, что треугольники A1B1C1 и A2B2C2 имеют одина-
ковую площадь.

18. Докажите, что если при аффинном (не тождественном) пре-
образовании f каждая точка некоторой прямой l переходит в
себя, то все прямые вида AA′ (A′ = f(A)), где в качестве A
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берутся произвольные точки, не лежащие на прямой l, парал-
лельны друг другу.

19. Каждая диагональ выпуклого пятиугольника параллельна од-
ной из его сторон. Докажите, что аффинным преобразованием
этот пятиугольник можно перевести в правильный пятиуголь-
ник.

20. Дан треугольник ABC и точка H внутри него. Докажите, что
найдётся такое аффинное преобразование, при котором образ
точки H станет ортоцентром образа треугольника ABC.

21. Дан треугольник ABC и точка I внутри него. Докажите, что
не всегда найдётся такое аффинное преобразование, при ко-
тором образ точки I станет центром вписанной окружности
образа треугольника ABC.
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6.8 Инверсия

В этом разделе изучается ещё одно преобразование плоскости —
инверсия. Это преобразование совершается относительно некото-
рой окружности и действует таким образом, что всё, что находит-
ся внутри круга, ограниченного этой окружностью, отображает-
ся наружу, а все точки вне круга отображаются во внутреннюю
часть этого круга (точки на окружности остаются на месте).
Благодаря своим удивительным свойствам инверсия оказывается
удобна, когда на чертеже имеется несколько окружностей, про-
ходящих через фиксированную точку, а в особенности — когда
между этими окружностями известны углы. Применение инвер-
сии этим не ограничивается: оказывается, что прямые инверсия
переводит в окружности или прямые и окружности она также
переводит в окружности или прямые, и более того, это преоб-
разование сохраняет углы между окружностями или прямыми.
Для краткости часто прямую считают «окружностью бесконеч-
ного радиуса», и тогда утверждение выше формулируется про-
ще: инверсия переводит обобщённые окружности в обобщённые
окружности, причём сохраняя углы между ними. В этом разделе
читателю предоставляется возможность посмотреть на все воз-
никающие эффекты «во всей красе». Перейдём, наконец, к опре-
делениям и свойствам этого преобразования.

Определение 6.8.1. Пусть ω — окружность радиуса R на плос-
кости, O — её центр. Инверсией плоскости относительно ω назы-
вается преобразование Iω, которое всякую точку A, отличную от
O, переводит в точку A′ на луче OA такую, что OA ·OA′ = R2.

Формально говоря, инверсия не отображает всю плоскость на
всю плоскость: центр окружности инверсии не переходит ни в
какую точку плоскости, а никакая точка плоскости не перехо-
дит в центр. Поэтому часто формально добавляют «бесконечно
удалённую точку», которую обозначают ∞, и говорят, что центр
окружности инверсии переходит в неё, а она переходит в центр
этой окружности.
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Инверсию часто называют симметрией относительно окружно-
сти. Можно доказать следующее утверждение: пусть точка P ле-
жит по одну сторону от прямой ` и по эту же сторону рассматри-
ваются окружности, касающиеся этой прямой в точке Q такой,
что PQ ⊥ `. Пусть центры этой окружности неограниченно уда-
ляются от прямой ` вдоль прямой PQ. Тогда образы
точки P при инверсии относительно таких окружностей будут
стремиться к точке, симметричной точке P относительно пря-
мой `. Это, в частности, означает, что объекты, расположенные
достаточно близко к границе окружности, относительно которой
совершается инверсия, будут «искажаться» в меньшей степени.
Мы не будем углубляться в формализацию этого утверждения,
хотя и приведём соответствующий рисунок для наглядности и
интуитивного понимания у читателя.

Один из способов построения инверсных (симметричных друг
другу относительно данной окружности) точек даётся следую-
щей простой задачей.

Задача 6.8.1. Пусть из точки P вне окружности ω с центром
O проведены касательные PK1 и PK2. Докажите, что пере-
сечение луча OP с прямой K1K2 даёт такую точку P ′, что
OP ′ ·OP = R2

ω, т. е Iω(P ) = P ′.
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Решение. Из подобия треугольников K1OP и K1OP
′ сразу сле-

дует, что
OP

OK1

=
OK1

OP ′
. �

Утверждение 3. При инверсии относительно окружности ω с
центром O (который далее будем называть центром инверсии):

1. прямая, проходящая через центр инверсии, переходит в се-
бя;

2. прямая, не проходящая через центр инверсии, переходит в
окружность, проходящую через центр инверсии;

3. окружность, проходящая через центр инверсии, перехо-
дит в прямую, не проходящую через центр инверсии;

4. окружность, не проходящая через центр инверсии, перехо-
дит в окружность, не проходящую через центр инверсии.

Первое из утверждений очевидно, а остальные отнесены к зада-
чам этого раздела.
Свойство сохранения углов при инверсии называется конформ-
ностью (т. е. инверсия — конформное преобразование). Из этого
свойства достаточно легко получить (см. задачу 8), что две орто-
гональные окружности (угол между касательными в точках пере-
сечения которых — прямой) переходят сами в себя при инверсии
друг относительно друга. Конечно, это не означает, что все точ-
ки окружности, ортогональной окружности инверсии, остаются
на месте: части вне и внутри окружности инверсии меняются ме-
стами.
Рассмотрим немного с другой стороны случай, когда инверсия
действует на окружность α, не проходящую через центр инвер-
сии. Пусть она переходит в окружность α′. Если следить не за
образами конкретных точек этой окружности, а за всей окружно-
стью в целом, то α в α′ переводится также гомотетией с центром
в центре инверсии. Оказывается, что коэффициент такой гомо-
тетии связан с уже изученным нами понятием степени точки.
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Задача 6.8.2. Пусть α — окружность, не проходящая через
центр O окружности ω радиусом R. Пусть при отображении
Iω окружность α переходит в окружность α′. Докажите, что
радиусы rα и rα′ этих окружностей связаны соотношением

rα′

rα
=

R2

powα(O)
.

Решение. Рассмотрим для простоты случай, когда окружность α
лежит внутри ω (остальные случаи — когда α находится вне ω
или имеет с ω общие точки — совершенно аналогичны). Пусть
луч OA пересекает обе окружности α и α′ по их диаметрам AB
и A1B1, причём точки на этом луче идут в порядке O, A, B, B1,
A1. Тогда отношение радиусов равно отношению диаметров:

OA1 −OB1

OB −OA
=
R2/OA−R2/OB

OB −OA
=

R2

OA ·OB
.

�

Отметим, что в задаче 19 приведена более общая формула изме-
нения расстояний при инверсии.
Приведём пример решения достаточно содержательной задачи,
в которой инверсия дважды помогает упростить конструкцию и
сравнительно быстро прийти к решению.

Задача 6.8.3. Окружности ω1 и ω2 с
центрами O и P соответственно пе-
ресекаются в точках X и Y , причём
∠OXP = 90◦. В ω1 провели диаметр
AB так, что точка B попала строго
внутрь ω2. Две окружности, проходя-
щие через точки O и A, касаются ω2

в точках F и G. Докажите, что четыре точки F , G, O и B
лежат на одной окружности.
Решение. Сразу ясно, что ω1 и ω2 ортогональны, и поэтому при
инверсии относительно ω1 окружность ω2 переходит в себя. Про-
следим за описанной окружностью ∆FGO. Она проходит через
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центр инверсии O, и поэтому переходит в прямую, проходящую
через образы F ′ и G′ точек F и G. А окружности, описанные
вокруг ∆AFO и AGO, переходят в прямые, проходящие через A
(эта точка неподвижна при инверсии) и по-прежнему касающиеся
ω2 (углы между описанными окружностями этих треугольников
и ω2 должны сохраниться). Итак, F ′ и G′ — точки касания ω2 с
прямыми, проведёнными через A. Задача свелась к следующей:
необходимо показать, что F ′, G′ и B лежат на одной прямой.
Проведём прямую F ′G′ и покажем, что
точка B также лежит на этой прямой.
Заметим сразу, что середина D отрез-
ка F ′G′ есть основание перпендикуля-
ра из A к прямой F ′G′. Если мы до-
кажем, что ∠ADB = 90◦, то тогда из
∠ADB = ∠ADF ′ последует, что точка
B лежит на прямой F ′G′. Но равенство ∠ADB = 90◦ равносильно
тому, что D лежит на ω1, поскольку AB — диаметр этой окруж-
ности.
С этой целью сделаем ещё одну инверсию, на этот раз относи-
тельно ω2. При этой инверсии ω1 переходит в себя, а прямая F ′G′
переходит в окружность, проходящую через точки F ′, G′ и O.
Заметим сразу, что точка A лежит на этой же окружности. Но
точки A и D при указанной инверсии переходят друг в друга
(см. задачу 1, решённую в этом разделе). Значит, раз A лежит
на окружности-образе прямой F ′G′, её образ A′ = D лежит на
прямой FG. Это и требовалось. �

Задачи
1. Пусть A1, A2 иB1,B2 — пары различных точек, симметричных

относительно окружности ω с центром O. Тогда ∠OA1B1 =
= ∠OB2A2.

2. Докажите, что прямая, не проходящая через центр инверсии,
переходит в окружность, проходящую через центр инверсии.
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Докажите также, что окружность, проходящая через центр
инверсии, переходит в прямую, не проходящую через центр
инверсии.

3. Докажите, что окружность, не проходящая через центр ин-
версии, переходит в окружность, не проходящую через центр
инверсии.

4. Докажите, что инверсия сохраняет углы между пересекающи-
мися окружностями или между пересекающимися прямыми.
Иначе говоря, инверсия сохраняет углы между обобщёнными
окружностями.

5. Дан треугольник ABC и окружность с центром в точке A ра-
диуса R =

√
AB · AC. Докажите, что композиция инверсии

относительно этой окружности и последующей осевой симмет-
рии относительно биссектрисы угла A переводит пару точек
B и C в себя, а описанную окружность ∆ABC — в прямую
BC. Выясните, в какие точки переходят центры вписанной и
описанной окружностей ∆ABC.

6. Пусть f — преобразование плоскости, рассмотренное в преды-
дущей задаче (последовательное применение инверсии и сим-
метрии). Докажите, что композиция преобразования f с са-
мим собой есть тождественное преобразование.

7. В остроугольном треугольнике ABC отмечен ортоцентр H и
высоты AA1, BB1 и CC1. Найдите образы точек H, C1, B, A,
B1, A1 при инверсии относительно окружности с центром в
вершине C и радиуса

√
CH · CC1.

8. Докажите, что если окружность α переходит в себя при ин-
версии относительно ω, то окружность ω переходит в себя при
инверсии относительно α. Докажите, что такие окружности
ортогональны, а также что ортогональные окружности пере-
ходят в себя при инверсии друг относительно друга.

9. Пусть точки A1 и A2 симметричны относительно окружности
ω. Тогда любая окружность α, проходящая через эти точки,
ортогональна ω.



Инверсия 228

10. (Лемма Архимеда): Пусть окружность α касается изнутри
окружности β и её хорды PQ в точках A и B соответствен-
но. Тогда прямая AB делит дугу PQ, не содержащую точку
касания, пополам.

Докажите это утверждение.i.

Докажите, что отрезки касательных из точки M — се-
редины дуги PQ, не содержащей A, к α равны длинам
MP = MQ.

ii.

11. Окружности k1, k2, k3, k4 попарно касаются внешним образом,
а их точки касания — k1 ∩ k2 = B, k2 ∩ k3 = A, k1 ∩ k4 = C,
k4 ∩ k3 = D. Докажите, что ABCD — вписанный четырех-
угольник.

12. Пусть ABC — прямоугольный треугольник с ∠C = 90◦, а X и
Y — точки внутри отрезков CA и CB соответственно. Постро-
им четыре окружности с центрами A, B, X, Y , проходящие
через точку C. Докажите, что четыре точки пересечения этих
окружностей, отличные от C, являются вершинами вписанно-
го четырехугольника.

13. Пусть ABCD — четырехугольник, диагонали AC ⊥ BD и пе-
ресекаются в точке E. Докажите, что точки, симметричные
E относительно сторон AB, BC, CD, DA, лежат на одной
окружности.

14. Прямые `1 и `2 перпендикулярны и пересекаются в точке O.
Окружности ω1 и ω2 касаются прямой `1 в точке O и лежат
по разные стороны относительно этой прямой, а окружности
ω3 и ω4 также проходят через точку O, касаются прямой `2 и
лежат по разные стороны относительно `2. Пусть A, B, C и
D — попарные точки пересечения этих окружностей, отлич-
ные от точки O. Докажите, что четырёхугольник ABCD —
вписанный.

15. На отрезке AB взята произвольная точка M . Окружность Γ
касается окружностей с диаметрами AB,MA,MB. Докажите,
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что диаметр этой окружности равен расстоянию от её центра
до прямой AB.

16. На отрезке AC взята точка B, после чего на AB, BC и AC как
на диаметрах в одной и той же полуплоскости относительно
прямой AC построены полуокружности α, β и γ (полученную
фигуру называют иногда арбелосом). Перпендикуляр BM к
отрезку AC делит полученную фигуру на две части. Докажи-
те, что радиусы окружностей, вписанных в эти части (каса-
ющихся прямой BM и лежащих по разные стороны от неё),
равны.

17. (Задача Паппа): На отрезке AC
взята точка B, после чего на AB,
BC и AC как на диаметрах по-
строены окружности α, β и γ (об-
разующие арбелос). Пусть δ1 —
окружность, вписанная в арбелос,
а далее строится последовательность окружностей δk: δn+1 ка-
сается окружностей α, γ и δn. Пусть rn — радиус окружности
δn, dn — расстояние от центра δn до прямой AB. Докажите,

что
dn
rn

= 2n.

18. Четырёхугольник ABCD одновременно описан вокруг некото-
рой окружности и вписан в некоторую окружность. Докажите,
что отрезки, соединяющие точки касания противоположных
сторон со вписанной окружностью, перпендикулярны.

19. Докажите, что расстояния при инверсии меняются следую-

щим образом: M ′N ′ =
R2 ·MN

OM ·ON
(точки M ′ и N ′ — образы

M и N соответственно, а R — радиус окружности инверсии с
центром O).

20. (Неравенство Птолемея): Докажите, что для произвольного
четырёхугольника ABCD справедливо неравенство AC ·BD 6
6 AB · CD + BC · AD, причём равенство достигается тогда и
только тогда, когда этот четырёхугольник можно вписать в
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окружность.
21. Около правильного многоугольникаA1A2 . . . An описана окруж-

ность, и на её дуге A1An взята точка M . Докажите, что

1

MA1 ·MA2

+
1

MA2 ·MA3

+ . . .+
1

MAn−1 ·MAn
=

1

MA1 ·MAn
.

22. Докажите, что образы прямых, содержащих стороны треуголь-
ника ABC, при инверсии относительно вписанной окружно-
сти, представляют собой три равных окружности, пересекаю-
щихся в точке пересечения биссектрис I треугольника ABC.
Докажите, что окружность, проведенная через вторые точки
пересечения этих окружностей (отличные от I) имеет такой
же радиус, что и эти три.

23. (Формула Эйлера): Докажите, что расстояние между центра-
ми вписанной и описанной окружностейOI треугольникаABC
находится по формуле OI2 = R2 − 2Rr, где R и r — радиусы
описанной и вписанной окружностей этого треугольника соот-
ветственно.

24. Докажите, что в произвольном треугольнике радиусы R и r
описанной и вневписанной окружностей связаны с расстояни-
ем d между их центрами соотношением d2 = R2 + 2Rr.

25. Три окружности проходят через одну точку; A, B, C — вторые
их точки пересечения. Известно, что углы между окружностя-
ми, пересекающимися в точках A и B, равны α и β. Найдите
угол между окружностями, пересекающимися в точке C.

26. Дан остроугольный треугольник ABC, его точка пересечения
биссектрис I и центр X вневписанной окружности, касаю-
щейся стороны BC. Пусть M — центр описанной окружности
∆BIC, а G — такая точка на BC, что XG ⊥ BC. Построим
окружность Ω с диаметром AX. Пусть Ω пересекается с опи-
санной окружностью ∆ABC в точках A и P . Докажите, что
M , G, P лежат на одной прямой.
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27. Докажите, что окружность и две симметричные относительно
неё точки при инверсии также переходят в окружность и две
симметричные относительно неё точки.

28. Пусть инверсия относительно окружности ω отображает окруж-
ность α1 на окружность α2. Докажите, что для всякой точки
X на окружности ω любая инверсия с центром вX отображает
α1 и α2 на две равные окружности.

29. Дан треугольник ABC и его центр описанной окружности O.
Докажите, что при инверсии относительно некоторой окруж-
ности с центром в вершине C точки O, A, B перейдут соот-
ветственно в такие точки O′, A′ и B′, что A′B′ — серединный
перпендикуляр к CO′.

30. Пусть точки A, B, C лежат на одной прямой, а точка P не
лежит на ней. Докажите, что центры описанных окружностей
∆PAB, ∆PBC, ∆PCA лежат на одной окружности с точкой
P .

31. (∗) Во вписанном в окружность Ω треугольнике ABC известны
длины сторон AC = 3, AB = 5 и ∠BAC = 120◦. Биссектриса
∠BAC пересекает сторону BC в точке D, а окружность Ω в
точке E. Окружность ω построена на DE как на диаметре и
вторично пересекает Ω в точке F .

Докажите, что при инверсии относительно окружности с
центром A и радиусом

√
AC · AB окружность ω остаётся

на месте, а Ω переходит в BC.

i.

Докажите, что AF — симедиана ∆ABC.ii.

Вычислите длину AF .iii.
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6.9 Проективные преобразования

Рассмотрим плоскость α в трёхмерном пространстве и два типа
проектирований на некоторую плоскость β (первый уже изучался
в разделе 6.7).

Определение 6.9.1. Параллельным проектированием плоско-
сти α на плоскость β (вдоль вектора ~a, не параллельного α), на-
зывается отображение плоскости α на плоскость β, сопоставляю-
щее точке X ∈ α такую точку X ′ ∈ β, что

−−→
XX ′ ‖ ~a.

Определение 6.9.2. Центральным проектированием плоскости
α на плоскость β из точки P /∈ α, называется отображение плос-
кости α на плоскость β, сопоставляющее точке X ∈ α такую
точку X ′ ∈ β, что X, X ′ и P лежат на одной прямой.

Проективным отображением плоскости будем называть компо-
зицию любого (конечного) числа параллельных и центральных
проектирований. Если начальную и конечную плоскости отожде-
ствить, то можно говорить и о проективном преобразовании (т. е.
отображении плоскости саму в себя).

Отметим важное обстоятельство: при центральном проектирова-
нии может случиться, что некоторой прямой ` плоскости α не
соответствует никакое множество точек на β: речь идёт о случае,
когда плоскость, проходящая через ` и центр проектирования P
параллельна плоскости β. Для того, чтобы введённые отображе-
ния были взаимно однозначными и всюду определёнными, каж-
дую плоскость мы пополним своей так называемой бесконечно
удалённой прямой, которая является образом прямой `. Результат
добавления к евклидовой плоскости дополнительной бесконечно
удалённой прямой мы будем называть проективной плоскостью.
Для описываемого случая центрального проектирования будем
говорить, что прямая ` переходит в бесконечно удалённую.

Отметим специфику работы с проективной плоскостью.
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1. На проективной плоскости всякие две различные прямые
имеют ровно одну общую точку. Параллельными прямыми
называются прямые, пересекающиеся в бесконечно удалён-
ной точке (т. е. в точке, принадлежащей бесконечно удалён-
ной прямой).

2. При проективных преобразованиях сохраняются свойства
«пересекаться в одной точке» и «лежать на одной прямой».
Прямая при проективном преобразовании переходит в пря-
мую.

3. Аффинные преобразования — частный случай проективных
преобразований. Поэтому и гомотетия также является част-
ным случаем проективного преобразования (поскольку го-
мотетия есть частный случай аффинного преобразования).

4. При проективных преобразованиях не сохраняются рассто-
яния и не сохраняются отношения отрезков на параллель-
ных прямых (поэтому не всякое проективное преобразова-
ние аффинно).

5. При проективных преобразованиях сохраняются двойные
отношения точек на прямой. Двойным отношениям посвя-
щён следующий раздел, поэтому определения мы отложим
до него (в данном разделе они читателю не встретятся).

К точкам бесконечно удалённой прямой можно относиться как к
направлениям: всякое множество параллельных прямых пересе-
кается в одной бесконечно удалённой точке, причём для двух раз-
личных наборов параллельных прямых (с различными направле-
ниями) их бесконечно удалённые точки различны.
Проективные преобразования удобно применять, когда в задаче
речь идёт лишь о пересечении прямых в одной точке или о при-
надлежности точек одной прямой, а отношения отрезков, длины
и углы не играют роли. В этих случаях чертёж часто удаётся
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сильно упростить, отправив некоторую прямую на бесконечность.
При этом те прямые, которые пересекались на отправленной на
бесконечность прямой, становятся параллельны (а «бывшая» бес-
конечно удалённая прямая переходит в обычную прямую на плос-
кости). Параллельность при проективных преобразованиях, как
читателю, конечно, уже ясно, не сохраняется. Более того, оказы-
вается, что произвольный четырёхугольник на плоскости можно
проективным преобразованием перевести в любой наперёд задан-
ный четырёхугольник.
Отдельное внимание уделим действию проективных преобразо-
ваний на окружности. При проективном преобразовании окруж-
ность, вообще говоря, в окружность не переходит: её образом мо-
гут стать эллипс, парабола или гипербола. Однако, иногда ока-
зывается возможным специально подобрать проективное преоб-
разование таким образом, чтобы одну заданную окружность «со-
хранить», т. е. оставить окружностью. Более того, при этом воз-
можно перевести заданную точку внутри окружности в её центр,
либо, если это удобнее, перевести заданную прямую, не пересе-
кающую эту окружность, в бесконечно удалённую. Если же к
окружности были проведены касательные, то после такого про-
ективного преобразования они останутся касательными: проек-
тивное преобразование (проективной плоскости) взаимно одно-
значно, поэтому после преобразования образ окружности и образ
касательной по-прежнему имеют ровно одну общую точку.
Доказательствам существования двух указанных выше преобра-
зований, «сохраняющих» окружность, посвящены задачи 10 и 11.
Сформулируем основные возможности проективных преобразо-
ваний в виде следующей теоремы.

Теорема 6.9.1. Для каждого из идущих ниже пунктов суще-
ствует проективное преобразование, осуществляющее указан-
ное в этом пункте действие:

1. Преобразование переводит заданный четырёхугольник ABCD
в заданный четырёхугольник WXY Z.
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2. Преобразование переводит заданную окружность ω в окруж-
ность, а заданную точку P внутри ω — в центр образа ω.

3. Преобразование переводит заданную окружность ω в окруж-
ность, а прямую `, не имеющую с ω общих точек, в беско-
нечно удалённую прямую.

Задача 6.9.1. Дана окружность ω и
не пересекающая её прямая `. Из то-
чек прямой ` проводятся пары каса-
тельных к ω, после чего точки касания
соединяются хордой. Докажите, что
все такие хорды проходят через фикси-
рованную точку P , зависящую только
от выбора прямой `.

Эта прямая называется полярой точки P —
более подробное изучение поляр отнесено к
задачам 9-11 следующего раздела.
Решение. Сделаем проективное преобразование, переводящее пря-
мую ` на бесконечность, а окружность ω — в окружность.
После преобразования пары касательных к окружности из точек
бесконечно удалённой прямой оказываются параллельны. Оче-
видно, что все построенные хорды являются диаметрами окруж-
ности, поэтому все они проходят через её центр. �

Задачи 1-9 этого раздела не содержат окружностей: в них с по-
мощью проективного преобразования удобно «выпрямить» чер-
тёж, сведя задачу к более простой, решающейся классическими
методами планиметрии. В задачах 10 и 11 читателю предлагает-
ся обосновать, почему рассмотренные нами (и применённые при
решении задачи) проективные преобразования, «сохраняющие»
окружность, существуют. Оставшиеся задачи раздела использу-
ют эти преобразования.
При первом прочтении достаточно принять к сведению формулировки
задач 10 и 11, вернуться к ним можно и после решения задач 12-22.
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Задачи
1. Докажите, что любой четырехугольник можно проективным

преобразованием перевести в любой четырехугольник.
2. Пол, выложенный чёрными и белыми квадратными плитка-

ми одинакового размера в шахматном порядке (рисунок сле-
ва), сфотографирован под некоторым углом. Одна из плиток
(ABCD) на фотографии изображена, а всю остальную фо-
тографию стёрли (рисунок справа). Дополнительно пунктир-
ной линией на фотографии построили точки пересечения пря-
мых, содержащих противоположные стороны четырёхуголь-
ника ABCD, а также прямую, проходящую через эти точки.
Используя эту часть фотографии, с помощью одной линейки
восстановите на фотографии все 8 соседних с ABCD плиток.
Указание. Фотосъёмку рассмотрите как центральное проекти-
рование плоскости пола на плоскость фотографии.

3. (Теорема Дезарга): Три прямые `a, `b и `c пересекаются в од-
ной точке P . В треугольниках A1B1C1 и A2B2C2 вершины Ai
лежат на `a, Bi на `b, Ci на `c (где i = 1, 2). Точки E, F и
G — три точки пересечения соответственно пар прямых B1C1

и B2C2, C1A1 и C2A2, A1B1 и A2B2. Докажите, что точки E,
F , G лежат на одной прямой.
Указанное свойство (пересечение в одной точке P прямых,
соединяющих соответствующие вершины) называется пер-
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спективностью треугольников A1B1C1 и A2B2C2 относитель-
но точки P . А принадлежность точек E, F и G одной пря-
мой называется перспективностью этой пары треугольни-
ков относительно прямой EG. Теорема Дезарга утвержда-
ет, что из перспективности треугольников относительно
точки следует их перспективность относительно прямой.
Оказывается, справедливо и обратное утверждение, и по-
этому утверждения о перспективности пары треугольни-
ков относительно некоторой прямой и о перспективности
этой же пары относительно некоторой точки следуют друг
из друга. Попробуйте доказать это утверждение самостоя-
тельно.

4. (Теорема Монжа): Даны три окружности ω1, ω2, ω3 с попар-
но различными радиусами, причём ни одна из них не лежит
внутри другой и никакие две из них не имеют более одной
общей точки. Пусть A — точка пересечения общих внешних
касательных к ω1 и ω2, точка B определена аналогично для ω2

и ω3, а C — для ω3 и ω1. Докажите, что точки A, B и C лежат
на одной прямой.

5. (Теорема Паппа): Точки A1, B1, C1 лежат на прямой `1, а точ-
ки A2, B2, C2 лежат на `2. Докажите, что три точки пере-
сечения прямых P = A1B2 ∩ B1A2, Q = B1C2 ∩ C1B2, R =
= A1C2 ∩ C1A2 лежат на одной прямой.

6. Для двух треугольников A1B1C1 и A2B2C2 оказалось, что пря-
мые A1A2, B1B2 и C1C2 пересекаются в одной точке P , а пря-
мые A1B2, B1C2, C1A2 пересекаются в одной точке Q. Докажи-
те, что прямые A1C2, B1A2, C1B2 тоже пересекаются в одной
точке.

7. (Задача о трилинейной поляре): Пусть чевианы AA1, BB1 и
CC1 треугольника ABC пересекаются в точке J внутри этого
треугольника. Обозначим через D, E, F точки пересечения
прямых B1C1 и BC, A1B1 и AB, A1C1 и AC. Докажите, что
точки D, E и F лежат на одной прямой.
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8. В четырёхугольнике ABCD отмечена точка пересечения диа-
гоналей P , а на сторонах AB, BC, CD и DA соответственно
выбраны точки E, F , G и H. Точка E ′ — пересечение прямой
PE со стороной CD. Точки F ′, G′ и H ′ определены анало-
гично. Пусть X — точка пересечения прямых EG и FH, а
X ′ — точка пересечения E ′G′ и F ′H ′. Докажите, что точка P
лежит на прямой XX ′.

9. На плоскости дан треугольник ABC и точка S, отличная от
его вершин. Точки A1, B1 и C1 — пересечения пар прямых
BC и AS, AC и BS, AB и CS соответственно. Точки P , Q и
R — пересечения пар прямых C1B1 и CB, A1C1 и AC, A1B1 и
AB соответственно. Докажите, что точки P , Q и R лежат на
одной прямой.

10. (∗) Пусть на плоскости α дана окружность ω и не пересека-
ющая эту окружность прямая `. Докажите, что существует
проективное отображение α на другую плоскость β, переводя-
щее ω в некоторую окружность ω′ на плоскости β, а прямую
` — в бесконечно удалённую прямую.

11. (∗) Пусть на плоскости α дана окружность ω и точка P внут-
ри этой окружности. Докажите, что существует проективное
отображение α на другую плоскость β, переводящее ω в неко-
торую окружность ω′ на плоскости β, центр P ′ которой — об-
раз точки P .

12. На плоскости даны окружность ω и точка P , не лежащая на
этой окружности. Через точку P проводятся всевозможные
секущие ω (если точка лежит вне окружности) или хорды ω
(если эта точка лежит внутри ω). Найдите геометрическое ме-
сто точек пересечения пар касательных к ω, проведённых точ-
ках пересечения окружности с секущими или проведённых в
концах хорд соответственно.

13. Пусть окружность пересекает стороны AB, BC и CA тре-
угольника ABC в точках C1 и C2, A1 и A2, B1 и B2 соот-
ветственно. Пусть касательные к этой окружности в точках
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C1 и C2 пересекаются в точке C3, а точки A3 и B3 определены
аналогично. Докажите, что AA3, BB3 и CC3 пересекаются в
одной точке.

14. (Теорема Паскаля): В окружность S вписан шестиугольник
ABCDEF . Докажите, что точки пересечения прямых AB и
DE, BC и EF , CD и FA лежат на одной прямой (возможно,
бесконечно удалённой).

15. (Теорема Брианшона): Пусть ABCDEF — описанный шести-
угольник. Докажите, что его диагонали AD, BE и CF пере-
секаются в одной точке.

16. Пусть ABCD — четырехугольник, вписанный в окружность
ω, а P — точка на продолжении AC такая, что PB и PD
касаются ω. Касательная в точке C пересекает прямую PD в
точке Q и прямую AD в точке R. Пусть E — вторая точка
пересечения AQ с ω. Докажите, что точки B, E, R лежат на
одной прямой.
В следующем разделе предлагается решить эту задачу с ис-
пользованием гармонических четвёрок.

17. Докажите, что прямые, соединяющие противоположные точ-
ки касания описанного четырехугольника, проходят через точ-
ку пересечения диагоналей.

18. Пусть Γ — описанная окружность треугольника ABC. Окруж-
ность, проходящая через точки A и C, пересекает стороны BC
и BA в точках D и E соответственно. Прямые AD и CE пе-
ресекаются с Γ второй раз в точках G и H соответственно.
Касательные к Γ в точках A и C пересекают DE в точках L и
M соответственно. Докажите, что LH и MG пересекаются на
Γ.

19. Докажите, что если проективное преобразование переводит
окружность ω с центром O в окружность, а точку P внутри ω
в центр новой окружности, то прообраз бесконечно удалённой
прямой перпендикулярен OP .

20. Докажите, что все проективные преобразования, переводящие
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заданную окружность ω в окружность, а заданную точку P
внутри ω в центр новой окружности, переводят на бесконеч-
ность одну и ту же прямую.
Отметим, что часто поляру точки P определяют именно
как ту прямую, о которой идёт речь в этой задаче.

21. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность Ω. Обозначим
через E и F точки пересечения прямых CB и CD соответ-
ственно с касательной к Ω в точке A. Пусть G и H — точ-
ки пересечения BE с Ω и прямой AD соответственно, а I и
J — точки пересечения DF с Ω и прямой AB соответственно.
Докажите, что прямые IG и JH пересекаются на симедиане
вершины B треугольника ABC.
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6.10 Двойные отношения и гармонические чет-
верки

Определение 6.10.1. Пусть A, B, C, D — точки на прямой.
Двойным отношением этой четверки называется число

(A,B;C,D) =

−→
AC
−−→
CB

:

−−→
AD
−−→
DB

.

Здесь, как и ранее, стрелки над отрезками означают, что берётся
отношение направленных отрезков: если

−→
AC и

−−→
CB сонаправле-

ны, то
−→
AC
−−→
CB

=
AC

CB
, а если они направлены в противоположные

стороны, то
−→
AC
−−→
CB

= −AC
CB

.

Определение 6.10.2. Четвёрка точек A, B, C, D на прямой
называется гармонической, если (A,B;C,D) = −1.

Если A, B, C, D — гармоническая четвёрка, то будем говорить,
что A и B гармонически разделяют C и D. Несложно заметить,
что (A,B;C,D) = −1 тогда и только тогда, когда (C,D;A,B) =
= −1, поэтому A и B гармонически разделяют C и D тогда и
только тогда, когда C и D гармонически разделяют A и B. Чему
ещё может быть равно двойное отношение точек, если их пере-
ставлять местами внутри скобок, предлагается выяснить в первой
задаче раздела.
Следует отметить, что если одну из точек (например, D) взять
бесконечно удалённой, то (A,B;C,∞) = −1 равносильно тому,
что C — середина AB.
С помощью теоремы синусов несколько громоздко (хотя идей-
но — очень просто) можно доказать, что при центральных или
параллельных проекциях с одной прямой на другую двойные от-
ношения сохраняются.
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Для случая центрального проектирования (левый рисунок) часто
используется обозначение P (A,C;B,D) = (A1, C1;B1, D1), т. е.
указывается точка, из которой было совершено центральное про-
ектирование четвёрки A,B,C,D для получения новой четвёрки.

Приведём классическую задачу, в которой возникают гармони-
ческие четвёрки. В ней речь пойдёт о конструкции, называемой
четырёхвершинником.

Определение 6.10.3. Четырёхвершинник ABCD — это сово-
купность четырех точек A, B, C, D, среди которых никакие три
не лежат на одной прямой, а также всех шести прямых, проходя-
щих через пары из этих точек.

Задача 6.10.1. (Теорема о четырёхвершиннике.) В четырёхвер-
шиннике ABCD прямые AD и BC пересекаются в точке P , а
AB и CD — в точке Q. Пусть прямая PQ пересекает AC в R,
а BD — в S.

Докажите, что (P,Q;R, S) = −1.i.

Пусть дополнительно проведена прямая RB, а её точки пе-
ресечения с прямыми DP и DQ есть X и Y . Докажите,
что (R,B;X, Y ) = −1.

ii.
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Решение. Для первого
пункта достаточно запи-
сать обобщённые теоремы
Чевы и Менелая. Из
∆APQ по теореме Чевы:

−−→
AD
−−→
DP
·
−→
PR
−→
RQ
·
−−→
QB
−→
BA

= 1.

Из тройки точек B, D, S
на одной прямой по теоре-
ме Менелая:

−−→
AD
−−→
DP
·
−→
PS
−→
SQ
·
−−→
QB
−→
BA

= −1.

Остаётся поделить первое равенство на второе.

Для второго пункта спроектируем полученную четвёрку из точки
D на прямую RB: D(R, S;P,Q) = (R,B;X, Y ) = −1. �

Определение 6.10.4. Пусть A, B, C, D — точки на окружности.
Двойным отношением этой четверки называется число

(A,B;C,D) = ±CA
CB

:
DA

DB
,

где знак «+» берётся, если AB и CD пересекаются вне круга,
ограниченного данной окружностью, а «−», соответственно, если
их точка пересечения лежит внутри этого круга.

Напомним, что для четырёх точек a, b, c, d комплексной плоскости
имеет место критерий принадлежности одной прямой или одной окруж-

ности: число
c− a
c− b

:
d− a
d− b

должно быть вещественным.

Определение 6.10.5. Четвёрка точек A, B, C,D на окружности
называется гармонической, если (A,B;C,D) = −1.
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Гармоническая четверка (A,B;C,D) на окружности — это вер-
шины гармонического четырёхугольника ACBD. Гармонический
четырёхугольник рассматривался в разделе 6.3 о симедианах.
Связь гармонических четвёрок на окружности и на прямой даёт-
ся следующей теоремой:

Теорема 6.10.1. Пусть точки P , A,
B, C лежат на окружности, а l —
прямая. Пусть PA, PB, PC, PD пе-
ресекают l в точках A1, B1, C1, D1

соответственно. Тогда (A,B;C,D) =
= (A1, B1;C1, D1).

Теорема позволяет «проектировать»
четвёрки точек с окружности на
прямую и обратно с сохранением двойного отношения. Обозначе-
ние P (A,C;B,D) = (A1, C1;B1, D1) применяется и в этом случае.
Наконец, приведём третий вариант двойного отношения — для
четвёрки прямых a, b, c, d, проходящих через точку P .

Определение 6.10.6. Пусть a, b, c, d — четыре прямые, пересе-
кающиеся в одной точке P . Двойным отношением этой четверки

прямых называется число (a, b; c, d) =
sin∠(c, a)

sin∠(c, b)
:

sin∠(d, a)

sin∠(d, b)
, где

углы понимаются ориентированными (и потому отношения си-
нусов берутся со знаком: если в числителе и знаменателе стоят
синусы противоположно направленных углов, то такое отноше-
ние отрицательно, иначе — положительно).

С помощью теоремы синусов нетрудно показать, что если че-
тыре прямые пересечены какой-либо прямой в точках A, B, C,
D, лежащих соответственно на прямых a, b, c, d, то (a, b; c, d) =
= (A,B;C,D). Это, кстати, позволяет сразу понять, что при цен-
тральном проектировании четвёрки точек с одной прямой на дру-
гую двойное отношение сохраняется: оно равно двойному отноше-
нию соответствующих четырёх прямых, вдоль которых ведётся



245 Двойные отношения и гармонические четверки

центральное проектирование.

На практике применение двойных отношений сводится к тому,
что найденная (часто — гармоническая) четвёрка точек проекти-
руется из различных точек на другие прямые и на окружности. В
последнем случае получаются гармонические четырёхугольники,
вписанные в окружности, на которые производилось проектиро-
вание, после чего к ним можно применять всю технику работы
с симедианами. Обратный подход также полезен: доказав, что
некоторый четырёхугольник на окружности является гармони-
ческим, дальше можно проектированиями на различные прямые
из различных точек получить гармонические четвёрки на пря-
мых. Приведём достаточно типичный пример такого подхода к
решению задачи.

Задача 6.10.2. Пусть ABC — тре-
угольник, вписанный в окружность ω,
D — точка на этой окружности.
Пусть P , Q, R — основания перпен-
дикуляров из D на прямые BC, CA,
AB соответственно. Покажите, что
PQ = QR тогда и только тогда, когда
ABCD гармонический.

Решение. Проведём DQ и BQ до пересечения с окружностью в
точках X и Y соответственно. В задаче 28 раздела 6.5 о ком-
плексных числах читателю предлагалось доказать, что BX ‖ RQ.
Здесь мы используем этот факт. Эквивалентность гармонично-
сти четырёхугольника ABCD и равенства PQ = QR получается
из следующей цепочки проектирований гармонической четвёрки
(P,R;Q,∞):

B(P,R;Q,∞) = −1 ⇔ Q(C,A;Y,X) = −1 ⇔ (A,C;B,D) = −1.

�
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Задачи
1. Пусть (A,B;C,D) = α. Какие значения принимают двойные

отношения, если переставлять точки A, B, C и D местами
внутри скобок (·, ·; ·,·) (всего 4! = 24 перестановки)?

2. Дорожный перекрёсток (пара прямолинейных дорог l1 и l2, пе-
ресекающихся под прямым углом) снят с дрона, находящегося
в воздухе на некотором удалении от точки пересечения дорог.
Вдоль дороги l1 отметим точку D пересечения дорог, точку B,
в которой стоит знак за 2 км от D и точку A, в которой стоит
знак за 4 км. Где-то между B и D находится автомобиль C. На
фотографии эти точки будем обозначать A′, B′, C ′, D′. Ока-
залось, что на полученном изображении A′D′ = 300 пикселей,
A′C ′ = 275 пикселей, B′C ′ = 50 пикселей. Вычислите CD —
расстояние от автомобиля до перекрёстка (не на фотографии,
а вдоль дороги).

3. Докажите, что для четырёх точек A,B,C,D, лежащих на од-
ной прямой, (A,C;B,D) = −1 тогда и только тогда, когда
−−→
MB ·

−−→
MD = MA2, где M — середина AC.

4. Докажите, что для середины M отрезка AB выполнено соот-
ношение (A,B;M,P ) = −1 тогда и только тогда, когда P =∞.

5. Чевианы AX, BY , CZ треугольника ABC пересекаются в од-
ной точке J . Пусть ZY пересекает BC в точке X. Докажите,
что (B,C;X,W ) = −1. Пусть WJ пересекает AB в точке R, а
AC в точке P . Докажите, что (R,P ; J,W ) = −1.

6. Внутри треугольника ABC выбрана точка P , и через неё про-
ведены чевианы AA1, BB1, CC1 (точки A1, B1, C1 лежат на
сторонах треугольника). Пусть X и Y — точки пересечения
A1B1 и A1C1 с прямой, параллельной BC и проходящей через
точку A. Докажите, что AX = AY .

7. К паре окружностей с центрами C иD проведены общие внеш-
ние касательные, пересекающиеся в точке A, а также общие
внутренние касательные, пересекающиеся в точке B. Докажи-
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те, что (A,B;C,D) = −1. Спроектируйте эту гармоническую
четвёрку на внешнюю и на внутреннюю касательные и полу-
чите на них ещё по одной гармонической четвёрке.

8. В треугольнике ABC отмечены точка пересечения биссектрис
I и центр IA вневписанной окружности, касающейся BC, а
также проведена биссектриса AA1 (точка A1 лежит на BC).
Докажите, что (I, IA;A,A1) = −1.

9. Пусть A — точка вне окружности ω, а AK1 и AK2 — касатель-
ные из A к ω (K1 и K2 — точки касания). Прямая K1K2 на-
зывается полярой точки A относительно ω. Для прямой K1K2

точка A называется полюсом.

Пусть прямая AD пересекает окружность в точках C и D
(C лежит ближе к A, чем D), а поляру K1K2 в точке B.
Докажите, что (A,B;C,D) = −1.

i.

(La Hire’s theorem): Докажите, что точка X лежит на по-
ляре точки Y относительно окружности ω тогда и только
тогда, когда точка Y лежит на поляре точки X относи-
тельно ω (обе точки лежат вне окружности).

ii.

10. Определим поляру точки A внутри окружности ω следующим
образом: проведём через центр окружности O и точку A пря-
мую, а затем в точке A построим к этой прямой перпендику-
ляр. Пусть этот перпендикуляр пересекает окружность в точ-
ках K1 и K2, а касательные к окружности в точках K1 и K2

пересекают прямую OA в точке K. Тогда полярой точки A
называется прямая, проходящая через K, перпендикулярная
OA.
Докажите, что теорема из пункта ii предыдущей задачи спра-
ведлива и в том случае, когда точки X и Y могут лежать
внутри окружности.

11. (Теорема Брокара): Пусть четырёхугольник ABCD — вписан-
ный, P — точка пересечения прямых AB и CD, Q — точка
пересечения прямых BC и DA, а R — точка пересечения пря-
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мых AC и BD. Докажите, что P , Q, R — полюсы для прямых
QR, RP , PQ соответственно. Докажите, что O — ортоцентр
∆PQR.
Треугольник PQR называется автополярным относитель-
но описанной окружности четырёхугольника ABCD: в этом
треугольнике любая сторона — поляра противолежащей вер-
шины.

12. На листе бумаги нарисована окружность и отмечена точкаM .
Постройте одной линейкой касательную к этой окружности,
проходящую через указанную точку.

13. Пусть точки A, E, C, B лежат на одной прямой в указанном
порядке, а точка D не лежит на этой прямой. Докажите, что
выполнение любых двух из трёх следующих условий влечёт
выполнение и оставшегося третьего условия:

(A,C;E,B) = −1;i. DE — биссектриса ∠ADC;ii.

ED перпендикулярнаBD.iii.

14. Точки A, B, C, D, E лежат на окружности ω. Касательные
к ω в точках B и D пересекаются в такой точке P , что AC
также проходит через P , аDE ‖ AC. Докажите, что BE делит
отрезок AC пополам.

15. Вписанная окружность ∆ABC касается его сторон BC, CA,
AB в точках D, E, F соответственно. Прямые EF и BC пере-
секаются в точке K. Докажите, что IK ⊥ AD, где I — точка
пересечения биссектрис треугольника.

16. Дан треугольник ABC с центром вписанной окружности I.
Основание перпендикуляра из I к BC обозначим через D, а
основание перпендикуляра из I к AD — через P . Докажите,
что ∠BPD = ∠DPC.

17. (Олимпиада им. И. Ф. Шарыгина): Пусть D — точка пересе-
чения биссектрисы угла B со стороной AC, IA и IC — точки пе-
ресечения биссектрис ∆ABD и ∆BDC соответственно. Пусть



249 Двойные отношения и гармонические четверки

прямая IAIC пересекается с прямой AC в точке Q. Докажите,
что ∠QBD = 90◦.

18. (Олимпиада им. И. Ф. Шарыгина): Пусть AD — биссектриса
треугольника ABC. Точки M и N — проекции B и C соответ-
ственно на AD. Окружность с диаметром MN пересекает BC
в точках X и Y . Докажите, что ∠BAX = ∠CAY .

19. На высоте AA1 остроугольного треугольника ABC выбрана
точка X. Через точку X проведены прямые BE и CF (E и
F — точки на AC и AB соответственно). Докажите, что A1A —
биссектриса ∠EA1F .

20. Пусть ω — окружность с центром O, A — точка вне этой
окружности. Через точку A к окружности проведены две ка-
сательные, точки касания обозначены через B и C. Пусть D —
точка на окружности такая, что A, O, D лежат на одной пря-
мой, а X — основание перпендикуляра из B к DC. Пусть Y —
середина BX, а Z — вторая точка пересечения прямой DY с
ω. Докажите, что ZA ⊥ ZC.

21. (Задача о бабочке): Пусть AC, BD, KN — хорды окружно-
сти, проходящие через точку M , лежащую внутри окружно-
сти. Пусть P = KN ∩AB, Q = KN ∩CD. Докажите, что если
MK = MN , то MP = MQ.

22. В окружности ω с центром O даны две перпендикулярные хор-
ды AB и CD, пересекающиеся в точке E. Пусть F — точка
пересечения прямых AD и BC, а K и L — точки пересечения
FB и FA с перпендикуляром к OE в точке E. Докажите, что
KE = EL.

23. Пусть ABCD — четырехугольник, вписанный в окружность
ω, а P — точка на продолжении AC такая, что прямые PB
и PD касаются ω. Касательная в точке C пересекает прямую
PD в точке Q и прямую AD в точке R. Пусть E — вторая
точка пересечения AQ с ω. Докажите, что B, E, R лежат на
одной прямой.
В предыдущем разделе предлагалось решить эту задачу с ис-
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пользованием проективного преобразования.
24. В остроугольном треугольнике ABC проведены высоты AA1,

BB1 и CC1. Пусть D = BC ∩B1C1, E = AC ∩A1C1, F = AB ∩
∩A1B1 (имеются в виду точки пересечения прямых). Докажи-
те, что точки D, E и F лежат на одной прямой.

25. В неравнобедренном треугольнике ABC точки D, E, F — ос-
нования высот, проведённых к сторонам BC, CA, AB соответ-
ственно, H — ортоцентр. Точки P и Q выбраны на отрезке EF
так, что AP ⊥ EF , HQ ⊥ EF . Прямые DP и QH пересека-

ются в точке R. Вычислите
HQ

HR
.

26. К описанной окружности прямоугольного треугольника ABP
с прямым углом P проведена касательная PT (T — точка пере-
сечения этой касательной с прямой AB). Пусть BM — медиана
треугольника PBT , а её продолжение за точку B пересекает-
ся с перпендикуляром PN к прямой AB в точке Q (точка N
лежит на AB). Докажите, что AQ ‖ PT .

27. (∗) Вписанная окружность ω треугольника ABC касается сто-
рон AB, BC, CA соответственно в точках E, D, F . Прямая
AD пересекает вписанную окружность вторично в точке P .
Докажите, что если ∠BPC = 90◦, то AE + AP = PD.

28. (∗) Неравнобедренный треугольник ABC вписан в окружность
ω, PQ — диаметр, перпендикулярный BC, а D, E, F — точки
касания вписанной окружности ∆ABC со сторонами BC, CA,
AB соответственно. На FE отмечена точка R такая, что AQ ‖
‖ DR. Пусть прямая PQ пересекается с прямой EF в точке K.
Докажите, что точки B, R, K, C лежат на одной окружности.



251 Указания и подсказки

7 Указания и подсказки

К разделу 1.1, стр. 11

1. Воспользуйтесь формулой для вычисления площади треугольника:
она равна половине произведения высоты на основание.

2. Пусть AA1 и BB1 — два отрезка, о которых идёт речь в условии
(для пункта i это биссектрисы, а для ii — медианы). Докажите
равенство ∆ABA1 и ∆ABB1.

3. ∆DBE — равнобедренный, DE ‖ AC, ∠AED = ∠CAE =
1

2
∠C.

4. Для сторон a, b и c и медианы к стороне c эта медиана делит пе-
риметр на части длиной a + c/2 и b + c/2. Их равенство влечёт
равенство a = b.

5. Покажите, что в таком треугольнике высота совпадает с медианой
(на диаметр опирается прямой угол).

6. Пусть для определённости биссектрисы углов B и C пересекаются
на основании AD в точке M . Оба треугольника ABM и CDM —
равнобедренные.

7. Нет. Достаточно взять произвольную хорду окружности, отличную
от диаметра, за основание равнобедренных треугольников, а вер-
шины расположить на этой же окружности, но по разные стороны
от выбранной хорды.

8. Да, прав. Покажите, что любой из шести треугольников, на кото-
рые биссектрисы разбивают ∆ABC, может быть прямоугольным
лишь в случае, когда прямым является угол биссектрисы со сто-
роной, к которой эта биссектриса проведена, поскольку остальные
два угла заведомо острые.

9. Не хвастает. В качестве такого треугольника подойдет равнобед-
ренный треугольник с углами 45◦ и 67,5◦. Достаточно провести в
нём высоту из угла в 67,5◦, а затем отразить основание относитель-
но этой высоты. Высота и образ основания при указанной симмет-
рии разделят треугольник на три нужных.

10. Пусть BM и CN — равные медианы ∆ABC, G — их точка пересе-
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чения. Тогда GN =
1

3
CN =

1

3
BM = GM , GB =

2

3
BM =

2

3
CN =

= GC, поэтому ∆BGN и ∆CGM равны по двум сторонам и углу
между ними. Следовательно, AB = 2BN = 2CM = AC.

11. Первое решение. ∆APB равнобедренный, PM — медиана в нём,
поэтому CM перпендикулярна AB, а значит, AC = BC. Покажите,
что высота AK является биссектрисой. Это будет означать, что и
AB = AC.
Второе решение. ∠PAB = ∠PBA, а BP — биссектриса в прямо-
угольном ∆AKB, поэтому ∠ABK = 60◦, ∠BAK = 30◦. Далее,
∆PBM = ∆PBK по двум сторонам и углу между ними, поэтому
∠BMP = 90◦.

12. ∠ABC = ∠ACB = ∠BDE = ∠BFE.

13. Если биссектриса BK треугольника ABC делится пополам бис-
сектрисой угла A, то ∆ABK равнобедренный. Тогда ∠AKB =
= ∠ABK = ∠CBK. Но ∠AKB — внешний для ∆CBK, что проти-
воречит полученным равенствам.

14. Воспользуйтесь тем обстоятельством, что медиана из вершины A
перпендикулярна CD, если и только если AD = AC. Аналогичное
верно и для трёх других вершин. Из полученных четырёх равенств
диагоналей пятиугольника следует пятое равенство.

15. Угол ∠CAC ′ — прямой, а из параллельности прямых следует, что
∠MPA = ∠C = ∠A. Поэтому ∆AMP — равнобедренный. Его вы-
сота MD — медиана в нём, причём MD ‖ AC ′, поэтому MD —
средняя линия ∆AC ′P .

16. Через точку A проведите прямую, параллельную CD, до пересече-
ния с продолжением отрезка BD в точке M . Треугольники AMD
и DCA равны по стороне (AD — общая) и двум прилежащим к ней
углам, поэтому AM = CD = AB. Значит, ∆BAM — равнобедрен-
ный. Отсюда ∠KDB = ∠AMB = ∠ABM = ∠KBD.

17. Пусть ABCD — данный четырёхугольник, аK, L,M иN — середи-
ны AB, BC, CD и DA соответственно. Для определённости будем
считать, что отрезок CK — восьмой отрезок, не равный осталь-
ным. В равнобедренных ∆ALD и ∆BNC отрезок LN — медиана,
поэтому и высота. Треугольники ALN и BNL равны по гипотенузе



253 Указания и подсказки

и катету. Четырёхугольник ANLB — прямоугольник (аналогично
и DNLC — прямоугольник). Поэтому ABCD — прямоугольник.
Остальное очевидно.

18. В первом пункте — не обязательно. В качестве контрпримера рас-
смотрите ∆ABC с углами ∠B = 60◦, ∠A = 45◦, ∠C = 75◦. Возьмите
точку P на серединном перпендикуляре к AC так, что ∠PAC =
= ∠PCA = 30◦. Докажите, что AP = CP и AM = CN .
Во втором пункте — обязательно. Пусть AB <
BC, а серединный перпендикуляр ` к стороне
AC пересекает прямую BC в точке K. Тогда
∠KAC = ∠ACK = ∠C < ∠A, поэтому K ле-
жит на отрезке BC. Из равенства AP = CP
следует, что точка P лежит на прямой `. Точ-
ка L пересечения AK и CM симметрична N
относительно `. Ясно, что она лежит на отрез-
ке MC. Но ∠AKC — внешний для ∆ABK,
поэтому ∠LKN = ∠AKC > ∠ABK = ∠MBN . Итак, угол при
вершине равнобедренного ∆LKN больше угла при вершине равно-
бедренного ∆MBN . Поэтому ∠KNL < ∠BNM . Это значит, что
точка L лежит на продолжении отрезка MC за точку M . Проти-
воречие. Аналогично и AB не может быть больше BC.

19. Рассмотрим точку E касания стороны BC со
вписанной окружностью: IE = CE, а ∆IEB —
прямоугольный с углом 30◦, откуда ID = DB =
= IE = CE. Поскольку ∠EID = 60◦, отрезки
ED, IE и ID равны. Итак, ∆CED — равнобед-
ренный с ∠CED = 150◦. Остаётся заметить, что
∠IAC + ∠ACD = 15◦ + (90◦ − ∠DCE) = 90◦.

20. Проведите биссектрису CL и продлите BN до
пересечения с прямой AC в точке K. В ∆BCK
высота CN — биссектриса, поэтому KN = NB. Углы BCL и CBK
равны 45◦, поэтому CL ‖ BK. В ∆ABK медиана AN делит попо-
лам CL.

21. Пусть биссектрисы AI и CI пересекают CK и AL соответственно
в точках X и Y . Треугольники ACK и ACL — равнобедренные по
условию, поэтому AX и CY — высоты ∆AMC. Поэтому и MI —
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тоже высота этого треугольника.
22. Достройте данный треугольник до паралле-

лограмма ABCD и проведите KN ‖ BC.
Тогда CN = CD − DN = AB − AK =
= AC − CL = AL. ∆NCL = ∆LAK, по-
этому ∆NLK — равнобедренный. Поскольку
∠NLA = ∠LKB (внешние углы в равных тре-
угольниках), ∠NLK = ∠ALK+∠LKB = 60◦.
∆KLN равносторонний.

23. Остроугольный треугольник разрезается на нужные части вдоль
отрезков от центра описанной окружности до вершин. Треугольник
ABC с тупым углом C также можно разрезать: нужно взять на
стороне AB точки B′ и A′ (B′ лежит между A и A′) так, чтобы
были выполнены равенства AB′ = B′C и BA′ = A′C.
Прямоугольный треугольник так разрезать невозможно. Пусть в
прямоугольном ∆ABC угол C прямой. Существует два способа
разрезать его на три: выбрать точку X внутри треугольника и про-
вести отрезки от X до вершин, либо разрезать его сначала вдоль
прямой, проходящей через какую-то вершину, а затем повторить
эту операцию с одной из получившихся частей. В первом случае
∆AXB равнобедренный лишь если AX = XB, но тогда два дру-
гих треугольника — не равнобедренные. Во втором случае хотя бы
один из получающихся при первом разрезе треугольников должен
быть равнобедренным. Тогда первая прямая — биссектриса прямо-
го угла или соединяет C с точкой D ∈ AB такой, что AD = AC. В
обоих случаях требуемое невозможно.

24. Постройте на BD как на основании треугольник BDE, равный тре-
угольнику ABC (точка E лежит по одну сторону от AB с точкой
C). Тогда ∆BCE равносторонний, а ∆CDE равнобедренный с уг-
лом при вершине ∠DEC = 40◦, откуда ∠DCE = 70◦, а значит,
∠BCD = 10◦.

25. Пусть α, β и γ — углы при верши-
нах A, B и C треугольника ABC
соответственно, BM и CN — бис-
сектрисы треугольника. Предпо-
ложим, что β < γ.
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Отложим от луча CN в полуплоскости, содержащей точкуM , угол
NCM1, равный β/2, где M1 — точка на биссектрисе BM . Посколь-
ку β/2 < γ/2, точка M1 лежит между B и M . Отрезок NM1 виден
из точек B и C под одним углом, равным β/2. Следовательно, точ-
ки B,N ,M1 и C лежат на одной окружности, а BM1 и CN — хорды
этой окружности. Поскольку

∠BCM1 =
γ

2
+
β

2
<
α

2
+
β

2
+
γ

2
= 90◦, ∠BCM1 =

β

2
+
γ

2
> β = ∠NBC,

хорда BM1 видна из точки C под острым углом, равным γ/2+β/2,
а хорда CN видна из точки B под острым углом, равным β, причём
β/2 + γ/2 > β. Следовательно, BM > BM1 > CN . Таким образом,
если углы треугольника не равны, то большему углу соответствует
меньшая биссектриса.

К разделу 1.2, стр. 15

1. Проведите диаметр AD и рассмотрите прямоугольные треугольни-
ки ADC и BAH.

2. Используйте равенство вписанных углов ∠PAD = ∠PQC, ∠PBD =
= ∠PQD, а также теорему о внешнем угле треугольника.

3. Используйте равенство угла APB полусумме дуг, стягиваемых бо-
ковыми сторонами трапеции.

4. ПустьA1C1 иB1D1 пересекаются в точке P . Вычислите уголA1PD1

с помощью теоремы 1.2.2.
5. Используйте теорему 1.2.2, чтобы показать, что угол между

B1C1 и AA1 равен
1

2
(∠BAC + ∠ACB + ∠CBA).

i.

∠CC1B1 = ∠CBB1, ∠CC1A1 = ∠CAA1. Но оба угла в правых
частях равны 90◦ − ∠ACB.

ii.

6. Пусть M и N — середины дуг AB и AC, а P и Q — точки пересе-
чения MN с AB и AC соответственно. Вычислите ∠APQ и ∠AQP
как полусуммы соответствующих дуг, используя теорему 1.2.2.

7. Рассмотрим случай, когда точка P лежит внутри второй окружно-
сти. Пусть Q — та точка пересечения прямой, проходящей через P



256

и перпендикулярной AB, со второй окружностью, которая не ле-
жит внутри первой окружности. Выразите ∠QPX и ∠QPY через
угловые меры дуг с помощью теоремы 1.2.2 Покажите также, что
разность ∠QPX−∠QPY равна полуразности дуг AP и BP , лежа-
щих внутри второй окружности. Поэтому дуги QX и QY равны.
Остальные случаи оставляются читателю.

8. Треугольники AOB и AOD равнобедренные с общей боковой сторо-
ной AO. С помощью теоремы об угле между касательной и хордой
покажите, что углы при основаниях этих треугольников равны.

9. Воспользуйтесь вписанностью четырёхугольниковABEM иBCDE,
а также тем фактом, что ∠CDE для треугольника DEM является
внешним.

10. С помощью теоремы о равенстве вписанных углов, опирающихся
на одну дугу, можно записать серию равенств: ∠OBC = ∠DBC =
= ∠DAC = ∠MAO = ∠MBO. Поэтому BO — биссектриса ∠MBC.
Другое решение может быть основано на том, что DB и AC —
высоты треугольника, стороны которого лежат на прямых AB, DC
и AD, а O — ортоцентр и центр вписанной окружности ∆BMC.

11. Докажите, что сумма противоположных углов рассматриваемого
четырёхугольника равна 180◦, выразив эту сумму через углы ис-
ходного четырёхугольника.

12. Пусть P — точка пересечения KM и LN . Воспользуйтесь вписан-
ностью четырёхугольников BKPL и DMPN , чтобы показать, что
∠NPD = ∠BPL.

13. Пусть H — основание перпендикуляра, опущенного из точки P на
прямую BC, а M — точка пересечения прямой PH с AD. Тогда
∠BDA = ∠BCA = ∠BPH = ∠DPM . Докажите, что и ∠APM =
= ∠MAP . Отрезок PM — медиана прямоугольного ∆APD.

14. Рассмотрим случай, когда D лежит на отрезке AB, а E — на про-
должении AC за точку C, либо обе точки D и E лежат на продол-
жениях соответствующих сторон. Пусть ∠A = α. Тогда ∠BOC =
= 2α, ∠OBC = 90◦ − α. Поскольку точка E лежит на окружности
с диаметром OK, ∠OEK = 90◦. Из вписанных углов ∠OEC =
= ∠OBC = 90◦ − α, поэтому ∠AEK = 90◦ + 90◦ − α = 180◦ − α.
Задачу можно обобщить и на случай тупоугольного треугольни-
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ка. Предлагаем читателям самостоятельно найти соответству-
ющий параллелограмм для случая, когда A лежит на меньшей дуге
BC описанной окружности треугольника ABC.

15. Пусть K и N лежат в разных полуплоскостях относительно пря-
мой AB, аM и L — основания перпендикуляров из точки B на `2 и
`1. Воспользуйтесь теоремой об угле между касательной и хордой,
а также прямоугольностью треугольников MAK и NAL. Случай,
когда K и N лежат в одной полуплоскости относительно AB, ана-
логичен.

16. Воспользуйтесь теоремой об угле между касательной и хордой.
17. Проведите в точке D касательную к окружности и воспользуйтесь

теоремой об угле между касательной и хордой, а также парал-
лельностью KL и проведённой касательной, чтобы доказать, что
в рассматриваемом четырёхугольнике сумма противоположных уг-
лов равна 180◦.

18. В равнобедренных треугольниках ABK и DLC равны углы при
основаниях, поэтому BCKL — вписанный четырёхугольник.

19. Точки X, K, C и M лежат на одной окружности, а XM ‖ BC.
Покажите отсюда, что ∠MXC = ∠BCX. Аналогично и ∠NKD =
= ∠ADY . При этом дуги AY и BX равны.

20. Пусть A1, B1, C1 — середины соответствующих сторон треуголь-
ника, M — точка пересечения описанных окружностей ∆A1BC1 и
∆AC1B1, отличная от C1. Если M лежит внутри треугольника, то
∠A1MB1 = 180◦ − ∠C. Аналогичное доказательство получится и
для случаев, когда M лежит вне треугольника или на его стороне.
Справедлива теорема Микеля: утверждение остаётся верным, ес-
ли вместо середин на сторонах треугольника произвольно выбрать
по точке. Вместо разбора случаев для её доказательства можно
использовать т. н. ориентированные углы (см. задачу 13 раздела
6.2).

21. Точки C, Q, B и R лежат на одной окружности, как и точки C, P ,
A, R. Покажите, что ∠APQ = 180◦ − ∠PQB.

22. Опишите окружности около квадратов и отметьте вторую точку
пересечения M этих окружностей. Докажите, что все три прямые
проходят через построенную точку (например, для прямой AB1 это
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будет следовать из равенства ∠CMB1 = 180◦ − ∠CA2A).

23. Точки A, B, C и O лежат на окружности с диаметром AB, а углы
ACO и BCO опираются на равные дуги этой окружности.

24. Отрезок OM виден из всех трёх точек под прямым углом. Пока-
жите с помощью вписанных углов, что два угла в ∆A1A2A3 равны
60◦.

25. Точки B, C1, I, A1 лежат на одной окружности, а BI — биссектриса
угла C1BA1, откуда следует равенство дуг IA1 и IC1.

26. Треугольник A1IC1 — равнобедренный с углом 30◦ при основании.

27. Пусть AC — диаметр описанной окружности четырёхугольника
ABCD. Проекция центра окружности O на диагональ BD делит
пополам отрезок между проекциями точек A и D на эту прямую.

28. ПустьO — центр описанной окружности четырёхугольникаABCD,
M — точка пересечения касательных в точках A и B, а P — точка
пересечения касательных в точках C и D. Тогда ∠AMB+∠DPC =
= 360◦ − ∠AOB − ∠DOC = 360◦ − 2(∠ADB + ∠DAC).

29. Докажите, что если ∠B > ∠C, то описанная окружность ∆BIC
пересекает отрезок AC и продолжение AB за точку B. Затем ис-
пользуйте вписанные углы для доказательства того, что I — точка
пересечения биссектрис ∆AEF .

30. Пусть F — точка пересечения прямой AB с общей касательной к
окружностям, проведённой через D, а C1 — отличная от D точка
пересечения прямой CD с первой окружностью. Используйте ра-
венства ∠FDA = ∠FAD, ∠BDF = ∠BCD, чтобы показать, что
AD — биссектриса угла C1DF .

31. Докажите, что I1, I2, I3 лежат на вписанной окружности треуголь-
ника и делят пополам меньшие дуги S2S3, S1S3 и S1S2 соответ-
ственно. Поэтому I1S1, I2S2 и I3S3 — биссектрисы ∆S1S2S3.

32. Проведем через L отрезокB1C1 ‖ BC. ТреугольникиAB1C1 иABC
подобны, и достаточно доказать, что B1L = C1L.
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Четырехугольники IDB1L, ILEC1

вписаны в окружность с диамет-
рами IB1 и IC1 соответственно.
Треугольник IDE равнобедренный,
∠IB1L = ∠IDL = ∠IEL = ∠IC1L.
Это означает, что ∆B1IC1 также
равнобедренный, его высота IL
является медианой.

33. ЧетырёхугольникиAMKC иMEHK вписанные, поэтому ∠MHE =
= ∠MKA = ∠MCA, откуда следует параллельность EH и AC.
Вычислительная часть задачи оставлена читателю.

34. Проведите лучи FD и GE до пересечения с Γ в точках X и Y со-
ответственно и докажите с помощью вписанных углов и свойств
серединных перпендикуляров, что AY = AD = AE = AX. Четы-
рёхугольник XEDY вписанный, поэтому ∠Y ED = ∠Y XD. А в Γ
равны вписанные углы ∠Y XF и ∠Y GF .

35. Рассмотрите на диагоналиAC такую точку P , что ∠ABP = ∠CBD.
Из подобия треугольников ABP и DBC получите AB ·CD = AP ·
·BD, а из подобия треугольников PBC и ABD получите BC ·AD =
= BD · PC. Сложите полученные равенства.
Альтернативное доказательство, использующее прямую Симсо-
на, но уже для прямого и обратного утверждения теоремы Пто-
лемея одновременно. Будем пользоваться утверждением задачи 1
раздела 6.6. Её решение относительно несложно и не требует ни-
каких дополнительных сведений, решить её читатель может, ис-
пользуя лишь факты о вписанных углах из данного раздела. Итак,
рассмотрим четырёхугольник ABCD и опустим перпендикуляры
AK, AL и AM на прямые CD, BD, BC соответственно (точки
K, L, M — основания этих перпендикуляров). По теореме синусов
KL = AD sin∠CDB (поскольку AD — диаметр окружности, прохо-
дящей через точки A, K, D и L). Аналогично KM = AC sin∠BCD
и LM = AB sin∠CBD. По теореме синусов из треугольника CDB

(его радиус описанной окружности обозначим R) KL = AD · BC
2R

,

KM = AC · DB
2R

, LM = AB · CD
2R

. Неравенство AB · CD + BC ·
·DA > AC ·BD следует из неравенства треугольника: KL+LM >
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> KM . В этом неравенстве достигается равенство, если и только
если треугольник KLM вырожден. Согласно задаче 1 раздела 6.6
это равносильно принадлежности точки A описанной окружности
треугольника BCD.

36. Примените к четырёхугольнику ABDC теорему Птолемея и оче-
видное неравенство CD = BD > BC/2.

37. Примените к четырёхугольнику ABCP теорему Птолемея.
38. Пусть K и L — середины AC

и BD соответственно. Отрез-
ки OK и OL перпендикуляр-
ны хордам AC и BD окруж-
ности Ω соответственно. Пусть
точка K ′ диаметрально про-
тивоположна точке O на Ω1.
Тогда ∠OLK ′ = 90◦, поэто-
му прямая BD проходит через
K ′. Но ∠ALB = ∠BLC, по-
скольку дуги AK ′ и CK ′

окружности Ω1 равны. Поэтому ∠BLC =
1

2
∠ALC =

1

2
∠AOC =

= ∠ADC. Треугольники ACD и BCL подобны по двум углам, от-

куда
AC

AD
=
BC

BL
, и тогда можно записать

BC ·AD = BL ·AC =
1

2
BD ·AC.

Примените теорему Птолемея, чтобы получить серию равенств:

DC ·AB = BC ·AD =
1

2
BD ·AC = KC ·BD.

Из равенства DC · AB = KC · BD следует подобие треугольников
CKD и BAD (по двум сторонам и углу между ними). Поэтому
∠CKD = ∠BAD. Аналогично из равенства BC · AD = KC · BD
следует равенство ∠CKB = ∠BAD. Тогда ∠BKD = 2∠BAD =
= ∠BOD, точка K лежит на Ω2.

39. Докажите равенство ∆CEN и ∆MEA. Из равенства ∠ENC =
= ∠KAE следует, что точки A, N , K и E лежат на одной окруж-
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ности. Затем покажите, что KE — биссектриса ∠AKC, а четы-
рёхугольник AKCD — вписанный. Продолжение биссектрисы KE
пересекает описанную окружность этого четырёхугольника в сере-
дине дуги AC, не содержащей K. Эта точка совпадает с D.

40. Если требуемое бу-
дет установлено для
биссектрисы ∠A, то
это же верно и для
биссектрисы угла ∠C,
а значит, доказыва-
емое утверждение
эквивалентно тому,
что две данные окружности пересекаются в точке пересечения бис-
сектрис ∆ABC. Рассмотрите равнобедренный треугольник AQC и
окружность, описанную около ∆BQC. Пусть биссектриса угла C
пересекает эту окружность в точке D. Подсчётом вписанных уг-
лов и внешних углов треугольников, используя равнобедренность,
покажите, что BD — биссектриса ∆ABC.

К разделу 1.3, стр. 23

1. Проведите AK, BK и перпендикуляр из точки K к отрезку AB.
Воспользуйтесь теоремой об угле между касательной и хордой для
нахождения двух пар прямоугольных треугольников.

2. Если стороны «маленьких» равносторонних треугольников равны
x, y и z, а сторона всего «большого» треугольника равна w, то
x+ y + z = w, откуда имеем

x

w
+
y

w
+
z

w
= 1. Три слагаемых в ле-

вой части — коэффициенты подобия, выразите их через отношения
площадей.

3. Обозначьте AM = 3x, MB = 2x, AN = 4y, NC = 5y. Проведите
через M и N прямые, параллельные BC, а затем воспользуйтесь
теоремой Фалеса.
В разделе о геометрии масс мы познакомимся с куда более быст-
рым и удобным способом решать подобные задачи.

4. Для остроугольного треугольника
CB1

CB
=
CA1

CA
= cos∠C. Для ту-
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поугольного треугольника
CA1

CB
=
CB1

CA
= − cos∠C.

5. Докажите, что ∆APB и ∆ADP подобны, воспользовавшись впи-
санностью четырёхугольника APBC. Тогда AP 2 = AD · AB =
= AE ·AC = AQ2.

6. Продлите PR и PQ за точку P до пересечения со сторонами угла
в точках B и C. Покажите, используя теорему Фалеса 1.3.4, что
BC ‖ ST . Точка P — ортоцентр ∆ABC.

7. Пусть BM и CN пересекаются в точке S на отрезке AD. Из то-
чек M и N опустите перпендикуляры MP и NQ на сторону BC,
пересекающие прямые CN и BM соответственно в точках X и
Y . Используйте подобие ∆NSY и ∆MSX, а также соотношение
MX

MP
=

AS

AA1
=

NY

NQ
. Отсюда заключите, что ∆NQD и ∆MPD

подобны.
8. Используйте предыдущую задачу.
9. Пусть медианы пересеклись в точке G, P = BB1 ∩ Y Z, а S =

= BB1 ∩XY . Докажите, что Y S : SX = 1 : 3, а ∆Y PS ∼ ∆Y ZX с
коэффициентом 1/3.

10. Проведите через конец отрезка луч, на котором с помощью цирку-
ля отложите n равных отрезков (произвольной длины). Затем по-
следнюю отмеченную на луче точку соедините со вторым концом
отрезка прямой `. Через все отмеченные на луче точки проведите
прямые, параллельные `.

11. Докажите, что ∆ABIA и ∆AIC подобны.
12. Пусть для определённости KM пересекает p в точке B вне круга, а

KN пересекает p в A внутри круга (если это не так, достаточно по-
менять местами точки M и N). Покажите, что треугольники OAN
и OBK подобны. Отсюда сразу следует, что ON ·OK = OA ·OB.

13. Проведите CE ‖ BD и воспользуйтесь подобием.
14. Пусть луч AB пересекает Ω в точке P , а O1 и O — центры окруж-

ностей ω и Ω. Рассмотрите равнобедренные треугольники O1AB и
OAP . Из их подобия следует, что OP ⊥MN .

15. Треугольники ANP и NPB подобны, откуда PB · PA = PN2.
16. Пусть E — пересечение прямой A1B1 с прямой, параллельной AB,
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проходящей через точку C. Тогда
AC1

CE
=
AB1

B1C
и
CE

C1B
=
CA1

A1B
.

17. Из подобия ∆ACD и ∆ABA1 получите
AA1

c
=

b

2R
. Но AA1 =

2S

a
.

18. Если MD = αAD, то ND = αCD с одним и тем же коэффи-

циентом α. Покажите, что S∆BCN =
1

2
BH1(1 − α)CD, S∆ABM =

=
1

2
BH2(1− α)AD (BH1 и CH2 — высоты параллелограмма, опу-

щенные на прямые CD и AD соответственно).

19. Сложите равенства
AD

AB
=
CD

BY
и
BD

AB
=
CD

XA
.

20.
EA

BX1
=
AX3

X3B
,
FA

CX1
=
AX2

CX2
. Отсюда по теореме Чевы

EA

FA
= 1.

21. Пусть сторона квадрата (имеющая длину x) лежит на отрезке BC,
а две вершины этого квадрата лежат на AB и AC. Тогда из подобия
находим соотношение между длинами стороны BC = a, высоты

AA1 = h1 и x:
a

x
=

h1

h1 − x
, откуда x =

2S

a+ 2S/a
. Все три квадрата

равны, откуда a+2S/a = b+2S/b = c+2S/c. Из первого равенства:

если a 6= b, то S =
ab

2
, Поэтому ∠C = 90◦. Аналогичное верно и

для двух других углов. Итак, либо в этом треугольнике все три
стороны равны, либо по крайней мере два угла прямые. Последнее
невозможно.

22. Пусть I — центр вписанной окружности ω. Проверьте, что ∆API
и ∆CRI подобны. Затем покажите, что AP ·RC = BP ·RD = r2

ω.
23. Продлите KM за точкуM до пересечения с прямой BC в точке X.

Тогда ∆KCX — равнобедренный, а CM — его высота.
24. Из подобия следует, что ra : a = rb : b = r : c, поэтому из a2+b2 = c2

имеем r2
a + r2

b = r2. Несложно заметить, что d =
√

2r.
25. Из подобия и свойств параллелограмма докажите, что ∆DAP и

∆DCQ подобны. Затем проверьте, что
PA

AB
=

PD

DQ
, а с помощью

подсчёта углов докажите, что ∠PAB = ∠PDQ.
26. Воспользуйтесь предыдущей задачей.
27. Покажите, что EFDH (или EFHD) — равнобедренная трапеция.
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28. Пусть G — точка пересечения катета и прямой, проходящей че-
рез F и параллельной CE. Пусть прямая, проходящая через B и
параллельная CE, пересекает AC в точке H. По теореме Фалеса
из FE = EB заключаем, что GC = CH. Докажем теперь, что
CD = CH. Треугольники BCH и ACD прямоугольные с равными
катетами AC = BC, а ∠DAC = 90◦ − ∠BHC = ∠HBC. Значит,
∆BCH = ∆ACD, а потому CD = CH = CG.

29. Докажите, что XZ — биссектриса ∆O1XO2, а XW — биссектриса
внешнего угла ∆O1XO2, используя задачу 13 (теорему о биссек-
трисе внешнего угла) и аналогичное утверждение для биссектрисы
угла треугольника. В качестве дополнительного построения могут
быть полезны перпендикуляры, опущенные из точек O1 и O2 на
одну из общих касательных данных окружностей.

30. Проведём изX и Y перпендикуляры
к AB и CD (их длины отмечены на
рисунке). Обозначим PM = QM =

= a. Из подобия
x

y
=
x1

y2
=
x2

y1
,
x1

y1
=

=
AX

CY
,
x2

y2
=

DX

BY
. Отсюда

x2

y2
=

=
x1x2

y1y2
=
AX ·DX
CY ·BY

=
PX ·XQ
PY · Y Q

=

=
(a− x)(a+ x)

(a− y)(a+ y)
=
a2 − x2

a2 − y2
.

Из равенства
x2

y2
=
a2 − x2

a2 − y2
получаем x2 = y2.

К разделу 1.4, стр. 31

1. Дуги MN и KP равны.
2. Воспользуйтесь определением и признаком параллелограмма.
3. Проведите диагональ. Воспользуйтесь теоремой о средней линии

треугольника и признаком параллелограмма.
4. Это произведение равно произведению соседних сторон параллело-

грамма, что следует из подобия треугольников.

5.
AK

KM
=
BK

KD
=
LK

AK
.
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6. Воспользуйтесь теоремами о средней линии треугольника и трапе-
ции.

7. Если P , Q и R — центры квадратов, построенных на сторонах AD,
AB и BC параллелограмма с острым углом α при вершине A, то
∠PAQ = 90◦ + α = ∠RBQ, ∆PAQ = ∆RBQ и AQ ⊥ BQ. Поэтому
PQ ⊥ QR.

8. Проведите серединные перпендикуляры к сторонам AB и AC. До-
кажите, что BN = NC.

9. Воспользуйтесь теоремой косинусов.i.

Достройте треугольник до параллелограмма, продлив меди-
ану на её длину. Затем используйте результат предыдущего
пункта.

ii.

10. Опустите перпендикуляр BG на AC и воспользуйтесь подобием
треугольников ABG и ACE, CBG и ACF .

11. Постройте параллелограмм BCQP и докажите, что четырёхуголь-
ник CPDQ вписанный.

12. CHKM — прямоугольник, а CNKO — параллелограмм, где CH —
высота, O — центр окружности, а N — точка пересечения CH и
прямой KL.

13. Постройте параллелограммы ABMX и DCMY . Докажите, что
AXDY — тоже параллелограмм, а K — его центр.

14. Если AA1 — диаметр описанной окружности, а H — ортоцентр
∆ABC, то HBA1C — параллелограмм.

15. Докажите, что M — середина диагонали BD. Воспользуйтесь тео-
ремой о средней линии треугольника.

16. Через точку M проведите прямую, параллельную DE. Докажите,
что MBEF и ADEB — параллелограммы (F — точка пересечения
указанной прямой с прямой CE).

17. Если AO > OC и BO > OD, то треугольник ABO покрывает тре-
угольник CDO. Периметр ∆ABO не меньше периметра ∆CDO,
причём равенство возможно только при AO = OC и BO = OD.

18. Докажите, что диагонали указанного четырёхугольника перпенди-
кулярны, делятся точкой их пересечения пополам, а стороны па-
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раллельны диагоналям данного ромба.
19. ∆AMD = ∆BND, откуда DM = DN , а ∠MDN = ∠ADB = 60◦.

Также можно рассмотреть поворот на 60◦ вокруг точки D.
20. Докажите, что AB = AM , AD = AK, а затем воспользуйтесь ра-

венством ∆BAD и ∆MAK. Также можно рассмотреть поворот во-
круг точки A на 90◦.

21. Если ∠EAD = α, а AD = x, то AE =
x

cosα
, AF =

x

sinα
.

22. Диагонали прямоугольника равны.
23. Ответ: верно.

Докажите, что если точки A и C лежат на одной паре противо-
положных сторон квадрата, а B и D — на другой, то условия
AC ⊥ BD и AC = BD равносильны. Докажите, что диагонали
четырёхугольника ABCD равны и перпендикулярны.

24. Проведите через вершину трапеции прямую, параллельную её диа-
гонали, и воспользуйтесь тем, что медиана прямоугольного тре-
угольника, проведённая из вершины прямого угла, равна половине
гипотенузы.

25. Через середину меньшего основания трапеции проведите прямые,
параллельные её боковым сторонам. Можно также воспользоваться
замечательным свойством трапеции, продлив боковые стороны до
пересечения.

26. Докажите, что биссектрисы углов при боковой стороне трапеции
перпендикулярны, а затем воспользуйтесь свойством высоты пря-
моугольного треугольника.

27. Если биссектриса угла B в трапеции ABCD с основаниями AD >
> BC пересекает AD в точке K, то ∆ABK — равнобедренный.

28. Медиана прямоугольного треугольника, проведённая из вершины
прямого угла, равна половине гипотенузы. См. указание к задаче
26.

29. Можно воспользоваться обобщённой теоремой синусов, но можно
обойтись и без неё: рассмотрим стороны второй трапеции, парал-
лельные сторонам AB и BC первой трапеции ABCD. Если они
смежные, то угол между ними равен ∠ABC или 180◦−∠ABC. То-
гда диагональ второй трапеции — хорда, на которую опирается этот
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угол. Если стороны противоположные, то смежными будут сторо-
ны, параллельные AD и DC. Повторите предыдущее рассуждение.

30. Воспользуйтесь теоремой о пересекающихся хордах. Тогда (для точ-

ки пересечения диагоналей O):
OC

AO
=
OC1

A1O
и
BO

OD
=
B1O

OD1
. Условие

BC ‖ AD равносильно
OC

OA
=
OB

OD
, а это равносильно B1C1 ‖ A1D1.

Проверьте ещё, что A1B1 ∦ C1D1.
31. Воспользуйтесь теоремой о пропорциональных отрезках и подоби-

ем ∆AOQ и ∆COP .
32. Воспользуйтесь замечательным свойством трапеции.
33. Отразите точкуD относительно серединного перпендикуляра кAB,

а затем точку B относительно CD. Докажите, что если первая из
указанных точек не совпадает с C, то либо AD +BD < AC + CB,
либо AC + CB < AD +BD.

34. Опустите перпендикуляр из середины BC на прямую DE и вос-
пользуйтесь теоремой о средней линии трапеции.

35. Докажите, что в любой трапеции разность оснований больше раз-
ности боковых сторон, для чего через вершину меньшего основания
проведите прямую, параллельную боковой стороне.

36. Указанный отрезок есть средняя линия трапеции, а сумма основа-
ний описанной трапеции равна сумме её боковых сторон.

37. Постройте параллелограмм ACBK и докажите, что ∠KBD — рав-
носторонний.

38. Воспользуйтесь замечательным свойством трапеции.
39. Продолжите BM до пересечения с прямой AD в точкеK. Четырёх-

угольник BCKD — параллелограмм, а четырёхугольник ABCK —
равнобедренная трапеция.

40. Пусть N и F — середины диагоналей BD и AC трапеции, прямая
BF пересекает основание AD в точке E. Докажите, что ABCE —
ромб, и воспользуйтесь теоремой о средней линии треугольника.

К разделу 1.5, стр. 37

1. Воспользуйтесь тем, что ∠AOB = 180◦ − 1

2
(∠A+ ∠B).
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2. Прямая, соединяющая центры окружностей, содержит диагональ
четырёхугольника и является его осью симметрии. Поэтому вторая
диагональ перпендикулярна ей.

3. Докажите, что центр данной окружности равноудалён от сторон
четырёхугольника.

4. Воспользуйтесь вписанностью четырёхугольника AICP и покажи-
те, что ∠DAI = ∠BCI = 180◦ − ∠QCI.

5. Ясно, что ABCD — равнобедренная трапеция, пусть AD — её боль-
шее основание. Биссектрисы углов A и D пересекаются в точке M ,
лежащей на одной из окружностей, а биссектрисы углов B и C — в
точке N на другой. Покажите, что совпадение N иM эквивалентно
касанию окружностей.

6. Покажите, что центры этих окружностей — середины дуг, отсекае-
мых от вписанной окружности данными треугольниками. Исполь-
зуйте тот факт, что угол между двумя диагоналями полученного
вписанного четырёхугольника измеряется полусуммой соответству-
ющих дуг.

7. Пусть диагонали четырёхугольника ABCD пересекаются в точке
L. Если ∠ALB тупой, то он больше любого угла ∆BLC. Покажи-
те с помощью аналогичных рассуждений, что диагонали четырёх-
угольника перпендикулярны. Этот четырёхугольник — дельтоид
или квадрат.

8. Воспользуйтесь равенством ∠AIB + ∠CID = 180◦. Если ∠AIB

острый, то ∠CID — тупой. В этом случае IM >
1

2
AB, IN <

1

2
CD

(постройте окружности с диаметрами AB и CD). Поэтому ∠AIB =
= ∠CID = 90◦, BC ‖ AD.

9. Покажите, что AB = AD и CD = BC, а AC — серединный перпен-
дикуляр к BD.

10. Докажите, что точка пересечения диагоналей O прямоугольника —
центр вписанной окружности рассматриваемого четырёхугольни-
ка. Для этого опустите перпендикуляры из O и центров окружно-
стей 1 и 3 на общую касательную к этим окружностям и вычислите
длину перпендикуляра из O по формуле средней линии трапеции.

11. Проведите перпендикуляры из точки пересечения диагоналей че-
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тырёхугольника на его стороны и докажите, что они являются бис-
сектрисами в четырёхугольнике с вершинами в основаниях постро-
енных перпендикуляров. Используйте для этого вписанные четы-
рёхугольники (исходный и образовавшиеся при построении перпен-
дикуляров).

12. Используйте теорему 1.5.3. Известно по условию, что AM +BC =
= BM+AC и CM+AB = BM+AC. Тогда AM+BC = CM+AB.

13. Пусть в углы A, B, C и D вписаны окружности с радиусами x, y, z
и t. Расстояние между точками касания двух из этих окружностей
со стороной AB есть 2

√
xy. Аналогично и остальные расстояния

равны 2
√
yz, 2

√
zt, 2
√
tx. Из условия AB+CD = BC+AD получите√

xy+
√
zt =

√
yz+

√
tx. Это условие равносильно (

√
y−
√
t)(
√
x−

−
√
z) = 0.

14. Пример такого восьмиугольника: полуправильный (стороны
равны через одну) восьмиугольник со сторонами 2 и 2 −

√
2.

От него четырьмя способами можно отрезать описанную тра-
пецию со сторонами 2 +

√
2, 2, 2−

√
2, 2.

i.

Не может. Если окружности с центрами P и Q вписаны в че-
тырёхугольники ABCD и BCDE, то P и Q лежат на бис-
сектрисе ∠BCD, P лежит на биссектрисе ∠ABC, Q лежит
на биссектрисе ∠EBC, и ∠EBC < ∠ABC, откуда BQ < BP .
Аналогичные рассуждения приводят к неравенству BP < BQ.

ii.

15. Пусть I совпала с точкой пересечения средних линий XY и UV (X
и Y лежат на AB и CD соответственно). Пусть для определённости
лучи AB и DC пересеклись в точке P . Воспользуйтесь равнобед-
ренностью треугольника PXY , в котором PI — медиана, а также
тем, что BI и CI — биссектрисы внешних углов ∆PBC, чтобы
доказать подобие ∆BXI и ∆CY I, из которого следует требуемое.
Обратно, пусть IA · IC = IB · ID. Достройте треугольники IAB
и ICD до параллелограммов AIBK и ICLD и докажите подобие
этих параллелограммов. Из такого подобия следует, что ∆IXB и
∆CY I подобны, что означает, что ∠XIB +∠BIC +∠CIY = 180◦,
поэтому I лежит на XY .

16. Примените несколько раз теорему 1.5.2 и равенство отрезков каса-
тельных к данной окружности, проведённых из данной точки.
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17. По определению эллипса AF1 +AF2 = CF1 +CF2. Воспользуйтесь
теоремой 1.5.3.

18. Пусть продолжения сторон BC и AD пересекаются в точке P (слу-
чай параллельности оставляется читателю). Для определённости
считаем, что P лежит на продолжении BC за точку B и AD за
точку A. Для ∆APB точка K есть точка пересечения биссектрис,
а для ∆CPD точкаM есть центр вневписанной окружности, поэто-
му точки P , K иM лежат на биссектрисе m угла CPD. Докажите,
что точка пересечения биссектрис внешних углов при вершинах A
и B треугольника ABP также лежит на прямой m. Подсчётом уг-
лов убедитесь, что она лежит и на описанной окружности ∆ABK.
Далее покажите, что центры описанных окружностей ∆ABK и
∆CDM лежат на этой же биссектрисе m. Если две таких окруж-
ности касаются, то их точка касания лежит на всех биссектрисах
внутренних углов четырёхугольника ABCD. Докажите и обратное:
если ABCD — описанный четырёхугольник, то I (центр его вписан-
ной окружности) является точкой касания описанных окружностей
указанных треугольников.
Итак, утверждение о касании описанных окружностей ∆AKB и
∆CDM равносильно тому, что ABCD — описанный четырёхуголь-
ник. То же справедливо и для описанных окружностей ∆BCL и
∆DAN .

К разделу 1.6, стр. 41

1. Докажите, что BD и CD — биссектрисы внешних углов.
2. Воспользуйтесь перпендикулярностью биссектрис смежных углов.
3. Воспользуйтесь перпендикулярностью биссектрис смежных углов.
4. Пусть P и Q — точки пересечения BC и DC с прямой MN , а F —

точка касания вневписанной окружности ∆ABD со стороной BD.
Докажите, что BN = BP = BF и DQ = DF = DM . Треугольник
CPQ подобен равнобедренному треугольнику BPN , поэтому CP =
= CQ. Итак, вписанная окружность треугольника BCD касается
его сторон в точках P , Q и F .

5. Поскольку I — точка пересечения биссектрис треугольника ABC,

угол BIC равен 180◦ − ∠B
2
− ∠C

2
= 90◦ +

∠A
2

. Для точки IA рас-
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суждения аналогичны.
6. Пусть IA — центр этой окружности, а D, E и F — точки касания с

прямыми AB, BC и CA соответственно, 2p — периметр треуголь-
ника. Из равенства отрезков касательных находим

2p = AB +BC + CA = AB +BE + EC + CA = AD +AF,

откуда AD = AF = p. Треугольник ADIA прямоугольный с углом
в 30◦, откуда следует требуемое.

7. Обозначим AB = c, BC = a, AC = b. Известно, что AQ = BP = p,
где p — полупериметр треугольника. Если T — середина PQ, то

PT =
1

2
PQ =

1

2
(QB +BA+AP ) =

a+ b

2
. Остаётся проверить, что

QT −QB =
c

2
.

8. ПустьM иN — точки касания вписанной окружности со сторонами
AB и AC соответственно. Тогда c = AB = BK + AN = a + b −
− 2CK, откуда CK =

a+ b− c
2

. С другой стороны, если P и Q —
точки касания вневписанной окружности с продолжениями AB и
AC соответственно, то BP + CQ = BC = a. Поэтому AP = AQ =

=
a+ b+ c

2
, BL = BP = AP −AB =

a+ b− c
2

.

9. Если гипотенуза точкой касания разбивается на отрезки дли-

ны x и y, то r = p− x− y =
a+ b+ c

2
− c.

i.

Расстояние от вершины прямого угла до точки касания катета
с соответствующей вневписанной окружностью равно полупе-
риметру и равно радиусу этой окружности.

ii.

10. Пусть продолжение CK за точку C касается одной из вневписан-
ных окружностей в точке M . Обозначим MC = x,CK = y. Тогда
из равенства отрезков касательных KM = x + y = 15 + AK на-
ходим AK = x + y − 15. Следовательно, полупериметр p = (x +
+ 15 + y + x + y − 15)/2 = x + y. Площадь треугольника равна
S = (p− a)ra = (p−AK) · 3 = (x+ y− (x+ y− 15)) · 3 = 3 · 15 = 45.

11. Пусть I — центр вписанной окружности ∆ABC, а D — вершина
прямоугольника ABCD. Поскольку AI ⊥ A1A2, CI ⊥ C1C2, пер-
пендикуляры из A на C1C2 и из C на A1A2 пересекаются в центре
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J вписанной окружности ∆ACD. Поэтому достаточно доказать,
что DI ⊥ A1C1. Опустим перпендикуляры IX, IY и IZ на AB,
BC и CD. Известно, что BC1 = XA = ZD, A1B = CY = IZ. Тре-
угольники A1BC1 и IZD равны, ∠IDZ = ∠A1C1B. Отсюда следует
перпендикулярность.

12. Точки O, O1, O2 лежат на биссектрисе ∠AOB. Обозначим ∠AOB =
2α, ∠OAB = 2β, ∠OAC = 2γ. Тогда ∠AO1O2 = α + β, а ∠ABC =
2α + 2β как внешние углы. Пусть D — точка касания отрезка
AC со вневписанной окружностью ∆AOC. Ясно, что ∠AO2O1 =

= ∠DAO2 − ∠AOO2 =
1

2
∠ACO. Поэтому из ∠AO1O2 = ∠AO2O1

следует равнобедренность ∆ABC.

13. Воспользуйтесь тем, что ∠BICA = 90◦ − 1

2
∠C, а середина M от-

резка IIC есть середина гипотенузы ∆IICA и ∆IICB. Поэтому
∠BMA = 180◦ − ∠C, и CAMB — вписанный четырёхугольник.

14. Докажите, что в треугольнике BIL два угла равны, используя впи-
санные углы. Для доказательства равнобедренности треугольника
BIAL воспользуйтесь теоремой о внешнем угле.

15. Воспользуйтесь задачей 8, чтобы доказать, чтоBC1 = CB2 иBC2 =
= CB1. Опустите перпендикуляры BD1, CE1 на B1C1 и BD2, CE2

на B2C2. Затем рассмотрите трапеции BD1E1C и BD2E2C. Пер-
пендикуляры, равные расстояниям от середины BC до рассматри-
ваемых прямых — средние линии в этих трапециях.

16. Если B2C1 и AB перпендикулярны, то высота ∆ABC из точки C

пересекает B1C1 в точке X такой, что
B1X

XC1
=

B1C

CB2
. Выразите

последнее отношение через полупериметр и стороны. Покажите,
что высота из вершины B пересекает B1C1 в точке Y , делящей
этот отрезок в том же отношении, и поэтому X = Y . Обратное
доказывается аналогично.

17. Постройте вневписанную окружность, касающуюся стороны, про-
тиволежащей данной вершине, в точке M . Докажите, что эта точ-
ка — искомая.

18. Пусть M — середина IAIB. Ясно, что AIA ⊥ AIB и BIA ⊥ BIB.
Поэтому A и B лежат на окружности с диаметром IAIB, ∠AIAB =
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=
1

2
∠AMB. Докажите, что ∠AIAB =

1

2
∠C, откуда ∠AMB = ∠C, а

M лежит на окружности Ω и является серединой дуги ACB. Теперь
рассмотрите середины I ′A, I

′
B и M ′ отрезков CIA, CIB, CM . Эти

три точки — проекции центров описанных окружностей ∆IACP ,
∆IBCP , ∆ABC на IAIB, причём все три центра лежат на сере-
динном перпендикуляре к CP . Поэтому достаточно доказать, что
M ′ — середина IAIB. Можно использовать гомотетию с коэффици-

ентом
1

2
и центром C.

19. Поскольку ∠A1AB = 90◦−∠B = ∠CAA′ и ∠ACA′ = 90◦, треуголь-
ники ACA′ и AA1B подобны. Следовательно, AA1 ·AA′ = AB ·AC.

С другой стороны, ∠AIAC =
1

2
∠B = ∠ABI, значит, треугольники

AIB и ACIA подобны, и поэтому AI · AIA = AB · AC. Пусть точ-
ка A2 симметрична точке A1 относительно прямой AI. Тогда A2

лежит на AA′ и AA2 · AA′ = AI · AIA. Четырёхугольник IA2A
′IA

вписанный, ∠IA′IA = ∠IA2IA = ∠IA1IA.

20. Середина D отрезка BC есть середина и A1A2. Докажите, что бис-
сектриса угла C треугольника ABC параллельна A2B2, и поэто-
му A2P ⊥ A1B1. Тогда PD — медиана прямоугольного ∆A1PA2.
Отсюда ∠DA2P = ∠DPA2, ∠A1DP = 2∠DA2P = ∠ACB. По-
этому DP параллельна AC и является средней линией ∆ABC.
Пусть E ∈ DP — середина AB. Докажите, что EP = AE, запи-
сав EP = PD − ED = DA2 − ED и выразив эту разность че-
рез длины сторон. Поскольку ∆PEA равнобедренный, ∠EAB1 =
= 180◦ − ∠AEP = 2∠EAP . Поэтому AP — биссектриса ∠BAB1.
Аналогично и AQ — биссектриса угла, вертикального данному.

21. Опустим перпендикуляры BB3 и A1B4 на AC и перпендикуля-
ры AA3 и B1A4 на BC. Заметим, что AB1 = BA1 = p − c, а
A3A4 = B3B4 как проекции отрезков длины (p− c) (длины A3A4 и
B3B4 равны (p− c) cos γ). Но эти отрезки — проекции A2B2 на сто-
роны. Проекции равны либо когда отрезок A2B2 параллелен бис-
сектрисе ∠C, либо когда он перпендикулярен ей. Докажите, что
первый случай не реализуется: биссектриса угла A3HB3 пересека-
ет отрезок A2B2 (H — ортоцентр ∆ABC).

22. Пусть IA, IB, IC — центры вневписанных окружностей ∆ABC, ка-
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сающихся сторон BC, CA и AB соответственно. Точки IA, IC и
B лежат на одной прямой. Аналогично и точки A и B лежат на
отрезках ICIB и IAIB соответственно. Пусть O — точка пересе-
чения прямых IAA′ и ICC ′. Прямоугольные треугольники IAA′B и
ICC

′B подобны: у них равны острые углы при вершине B. Поэтому
∠BIAA′ = ∠BICC ′. Треугольник IAOIC , следовательно, равнобед-
ренный, его высота OP является его медианой.
Точки A′, C ′ и P лежат на окружности с диаметром OB. Прямые
AIA и AIC перпендикулярны, как и CIA и CIC . Поэтому A и C ле-
жат на окружности с диаметром IAIC и центром P . Центральный
угол CPIA этой окружности вдвое больше вписанного угла CAIA,
равного половине угла A (поскольку AIA — биссектриса этого уг-
ла). Поэтому ∠CPIA = ∠A.
Поскольку ∠PBC = 180◦ −∠CPIA = 180◦ −∠A, четырёхугольник
APBC — вписанный, поэтому P лежит одновременно на описанной
окружности ∆ABC и на описанной окружности ∆A′BC ′, т. е. P
совпадает с B1. Аналогично и A1, C1 — середины сторон IBIC и
IAIB треугольника IAIBIC . Итак, стороны ∆A1B1C1 параллельны
сторонам ∆IAIBIC .
В качестве упражнения читателю оставлено доказательство парал-
лельности сторон ∆IAIBIC и сторон треугольника, вершины кото-
рого лежат в точках касания ∆ABC со вписанной окружностью.

К разделу 1.7, стр. 48

1. Пусть G — точка пересечения медиан. Примените теорему Пифа-
гора к треугольнику BCG и используйте формулу медианы.

2. По теореме косинусов проверьте, что треугольник тупоугольный.
Тогда диаметр искомой окружности равен наибольшей стороне.

3. Пусть прямая пересекает окружность в точках A и B, диаметр в
точке C, а центр окружности — точка O. Отразите B относительно
диаметра в точку B′ и докажите, что AOCB′ — вписанный. Выра-
зите сумму AC2 + CB2 через радиус окружности.

4. Обозначьте CL = x, CK =
√

2x, CB = a, BL = y (на AB точки
идут в порядке A, K, L, B), а затем запишите формулу медианы
CL для ∆CKB.
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5. Предположите, что b > a, и покажите, что стороны этого прямо-

угольника равны (b− a) sin
α

2
и (b− a) cos

180◦ − α
2

. При b < a пло-
щадь выражается той же формулой.

6. Пусть в треугольнике ABC медианы AA1, BB1 и CC1 пересека-
ются в точке G. Отразим точку G относительно B1 и обозначим
получившуюся точку через G1. В треугольнике AGG1 три стороны
равны соответственно трём медианам ∆ABC, уменьшенным в 2/3
раза. Используйте эти соображения, чтобы показать, что площадь
Sm равна 3S∆ABC/4.
То, что из медиан любого треугольника можно составить тре-
угольник, легко проверить также с помощью векторов (сумма
векторов

−−→
AA1,

−−→
BB1 и

−−→
CC1 равна нулю). Площадь также можно

найти из этих же соображений с помощью векторного произведе-
ния. См. разделы 3.1 и 3.6 о векторах и векторном произведении.

7. Ясно, что S∆MCK =
1

4
S∆ABC , S∆ANK =

3

2
· 1

2
S∆ABC . Осталось

выяснить, в каком отношении точка P пересечения AC и MN
делит AC. Используйте подход, предложенный в решении зада-
чи 3 раздела 1.3 о подобии (или геометрию масс, см. раздел 5.1),

чтобы показать, что
AP

PC
=

1

3
. Поэтому S∆APN =

1

2
· 1

4
S∆ABC и

S∆PMC =
1

2
· 3

4
S∆ABC .

8. Пусть для определённостиM лежит на меньшей дуге BC, а окруж-
ность имеет радиус 1/2. Обозначим α = ∠MAC. Из теоремы си-
нусов следует, что требуемое равносильно выполнению тождества
sin(60◦ + α) = sinα+ sin(60◦ − α).

9. Пусть для определённости B лежит на отрезке AP , а C лежит на
продолжении AQ за точку Q. Проведите PC и QR ‖ PC (R лежит
на AP ) и обозначьте AB = a, BP = b, QC = c. Тогда AQ = a + b,

AR =
a+ b

a+ b+ c
a, BR =

ac

a+ b+ c
. Остаётся применить теорему

Менелая к треугольнику ABC и точкам P , Q и M на его сторонах
или их продолжениях.

10. Радиус вписанной окружности треугольника равен r =
√
r2

1 + r2
2

(подобие). Искомая высота равна r + r1 + r2. Для доказательства
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введите параметр α =
r1

r2
=
AC

BC
(считая для определённости, что

окружность радиуса r1 касается катета AC, а окружность радиуса
r2 касается катета BC) и BC = x. Используйте формулы площади
S = pr = AC ·BC/2 = CH ·AB/2 и выразите CH.

11. По теореме синусов XY = AA1 sin∠BCA =
2S

AB
· AB

2R
=
S

R
.

12. Покажите, что центр окружности O — середина CD, откуда CD =
= 8. Пусть ∠MDC = α. Тогда ∠BMC = α. Далее последователь-
но можно найти CM (по теореме синусов), BM (из ∆BMC с из-
вестным углом), BC (из того же треугольника), AB (удвоив BM).
Проведите высоту CH. Точка H попадает на пересечение AD с
окружностью, CH = AB, а длину CH можно найти из ∆CDH.

13. Пусть O1 — центр описанной окружности ∆ABC, O2 — центр вто-
рой окружности, о которой идёт речь в условии. Треугольник ABC
тупоугольный. Пусть P — проекция O1 на BC. Проекция O2 на BC,
очевидно, совпадает с D, а точки O1, A, O2 в силу касания окруж-
ностей лежат на одной прямой. Последовательно можно найти ра-
диус описанной окружности ∆ABC (по теореме синусов: известны
BC и ∠BAC), O1P (из треугольника O1BC — равнобедренного с
известными боковыми сторонами и основанием). Пусть K — точка
пересечения луча O2D с прямой, параллельной BC и проходящей
через O1. Треугольник O1O2K — прямоугольный с гипотенузой —
суммой радиусов окружностей. С помощью теоремы Пифагора най-
дите искомый радиус окружности.

14. Пусть K — середина CD. Тогда KM — средняя линия ∆CBD,

BD = 2KM . Из подобия
AD

KM
=

5

2
. Используя теорему о биссек-

трисе, вычислите
CA

CB
=
DA

DB
. Примените теорему 1.7.9.

15. Проведите высоты AM и CN до пересечения в точке H (M лежит
на продолжении CB за точку B, а N — на продолжении AB за точ-
ку B). Вычислив синус и косинус половины угла ABC, найдите AB
и площадь треугольника, а затем и радиус вписанной окружности.
Расстояние от точки B до центра вписанной окружности ∆ABC
равно 2/3 длины его медианы. Остаётся вычислить BH.

16. Пусть AC = 10x. Тогда AB = 6x, BC = 8x, AM = BM =
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= CM = 5x. Опустим из M перпендикуляры MP и MQ на AB
и BC соответственно. Треугольники EPM и MQD подобны, отку-

да
6x+ 2− 3x

4x
=

3x

4x− 1
.

17. Точки O1 и O2 лежат на биссектрисах углов треугольника. Для
первого пункта используйте подобие треугольников OAK и O1AK1,
а также треугольников OBK и O2BK2. Для второго пункта опу-
стите перпендикуляр O1H на OK и рассмотрите прямоугольный
треугольник O1OH. Угол OO1H в нём равен половине ∠CAB.

18. В силу симметрии O1A = O2A. По свойству средней линии AB =

=
1

2
O2C =

R

2
, откуда O1A =

√
3

2
R, и тогда O1O2 = R

√
3. Для

поиска угла между окружностями воспользуйтесь тем, что радиу-
сы перпендикулярны соответствующим касательным в точках ка-
сания, а значит, угол между окружностями равен 180◦ − ∠O1BO2,
где O1O2 =

√
3R, а O1B = O2B = R. Искомый угол равен 60◦.

19. Пусть O — центр этой окружности, а X — точка касания вписанной
в полукруглый треугольник окружности с дугой BC. Рассмотрим
треугольник AOH, где H — проекция O на AB. По теореме Пифа-

гора для треугольника AOH: AO = 2−R =
√

1 +R2, R =
3

4
.

20. Введём обозначения: ∠A = α, AB = c, AC = b. Тогда AC0 = c/2,
AB0 = b/2. Расстояния между основаниями высот и середина-
ми сторон на AB и AC равны |b − 2c cosα| и |c − 2b cosα| соот-
ветственно. Поскольку эти отрезки равны высотам ромба OPHQ,
|b−2c cosα| = |c−2b cosα|. Покажите, что модули не могут раскры-
ваться с одним знаком, а значит, b − 2c cosα = 2b cosα − c, откуда
α = 60◦. Прямые OB0 и CQ симметричны относительно биссектри-
сы угла A, поэтому пересекаются на этой биссектрисе.

21. Пусть ∆ABC вписан в окружность Ω с центром O, а центр его впи-
санной окружности — точка I. Пусть проекция I на сторону AB
есть K. Сделайте дополнительное построение: проведите биссек-
трису BI до пересечения с Ω в точке D, а затем проведите диаметр
DP . Проведите также диаметр XY окружности Ω, проходящий че-
рез точку I. Тогда XI · IY = R2 − OI2 = BI · ID. Воспользуйтесь
подобием прямоугольных треугольников APD и KBI, а также т. н.
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леммой о трезубце (задача 14 раздела 1.6): AD = CD = ID.

22. Пусть X и Y — проекции E и F на BC, Z — вторая точка пе-
ресечения описанной окружности AEDF с прямой BC, AB = c,
AC = b, BC = a. Обозначим BZ = u, CZ = v. Тогда XY =
= a−BE cos∠B−CF cos∠C. Используйте теорему синусов, чтобы

показать, что
BD

CD
=
c cos∠C
b cos∠B

, а также теорему о произведении от-
резков секущих, чтобы получить BE · c = u ·BD и CF · b = CD · v.
Покажите, что BE cos∠B + CF cos∠C не зависит от u и v.

23. Если перпендикуляры пересекаются в одной точке P , то по теореме
Пифагора C1A

2−C1B
2 = CP 2−BP 2, A1B

2−A1C
2 = BP 2−CP 2,

B1C
2−B1A

2 = CP 2−AP 2. Остаётся сложить эти равенства. Обрат-
но, если выполнено равенство из условия, то для доказательства пе-
ресечения перпендикуляров в одной точке достаточно провести два
из них до пересечения, опустить из полученной точки пересечения
перпендикуляр на третью сторону и использовать уже доказанное
утверждение.

24. В обоих случаях левая часть в принципе Карно с помощью теоремы
Пифагора сводится к суммам и разностям квадратов длин сторон
треугольника или их половин.

25. Обозначьте длины сто-
рон всех шести квадра-
тов и вычислите коэффи-
циенты подобия к исход-
ному ∆ABC для обоих
треугольников. Восполь-
зуйтесь теоремой Карно и
докажите равенство этих
коэффициентов подобия.

26. Пусть O — центр окруж-
ности, касающейся α, β
и CD. Рассмотрите два
прямоугольных треуголь-
ника. Вершины первого —
точка O, её проекция на AB, а также середина AC. Вершины вто-
рого — та же точка O, та же проекция этой точки на AB и сере-
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дина AB. Обозначим AC = 2R, BC = 2r, а радиус окружности с
центром O равен x. Покажите, что стороны первого треугольника
равны R + x, R − x и 4Rx, а стороны второго равны R + r − x,
R − r − x, 4Rr − 4rx. Приравняйте два полученных выражения
для длины перпендикуляра из O на AB и выразите x. Выражение
получится симметричным относительно R и r.

К разделу 1.8, стр. 55

1. Воспользуйтесь теоремой синусов и равенством синусов смежных
углов.

2. Примените формулу S = pr и найдите прямоугольный треугольник
с катетами r и p− a и углом α/2.

3. S2 = p(p − a)(p − b)(p − c) = S(p − b)(p − c) ctg
α

2
. Использована

предыдущая задача.

4. Искомая сумма равна arctg 1 + arctg
1

2
+ arctg

1

3
. Тангенс суммы

последних двух слагаемых равен 1. Вся сумма есть
π

4
+
π

4
=
π

2
.

Найдите также геометрическое решение, достроив второй пря-
моугольник, равный исходному, примыкающий к нему по наиболь-
шей стороне.

5. Воспользуйтесь формулой

cosα =
b2 + c2 − a2

2bc
=

1

2

(
b

c
+
c

b
− a

b

a

c

)
и замените отношения сторон на отношения синусов.

i.

Контрпример — равносторонний треугольник.ii.

6. Пусть в равнобедренном ∆ABC углы ∠A = ∠C = 72◦, ∠B = 36◦,
а CK — биссектриса. Треугольник ACK подобен исходному. Если
BC = 1, а AC = 2x, то AC = 2 sin 18◦ = 2x = CK. Треугольник
BCK также равнобедренный, поэтому BK = 2x, а AK = 1 − 2x.
Из треугольника ACK можно записать

2 sin 18◦ =
1− 2x

2x
=

1− 2 sin 18◦

2 sin 18◦
.
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7. Угол правильного пятиугольника равен 108◦. Угол при основании
треугольника равен 72◦. Треугольник DHC равнобедренный, по-
добный исходному. С одной стороны, отрезок DC равен стороне
пятиугольника x. С другой стороны, DC = BC sin 18◦ = a sin 18◦.

Поэтому x = a sin 18◦ = a ·
√

5− 1

4
.

8. AB = 2R sin γ = r

(
ctg

α

2
+ ctg

β

2

)
= r

cos
γ

2

sin
α

2
sin

β

2

.

9. Преобразуйте cosα+ cosβ+ cos γ к виду 1 + 4 sin
α

2
sin

β

2
sin

γ

2
с ис-

пользованием формул cosα+cosβ = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β
2

и cos γ =

= − cos(α+ β) = 1− 2 cos2 α+ β

2
.

10. Четырёхугольник ACDE вписанный, откуда ∠ACD + ε = 180◦.
Поэтому ∠ACB = γ + ε − 180◦. Из теоремы синусов для ∆ACB

следует, что 2R =
AB

sin∠ACB
, что и требовалось.

11. В силу формулы Эйлера r2 = R2 − 2Rr, откуда
r

R
=
√

2 − 1.
Пусть B1 и C1 — середины AC и AB. Тогда BCB1C1 — описан-
ная трапеция, откуда c/2 + b/2 = 3a/2 ⇔ p − a = a. Поэтому
r = (p− a) tg

α

2
= 2R sinα tg

α

2
.

Ответ: cosα =
3−
√

2

2
.

12. Введите ∠BCD = α и покажите, что 2 ·
(

2 · 4

9
cosα

)
cosα = 1. Из

теоремы синусов
AC

sinα
=

BC

sin 3α
.

Ответ: cosα =
3

4
, CD =

2

3
, S =

3
√

7

20
.

13. Высота, проведённая из вершиныO в ∆OMN , равна
√

10 sin
(π

2
− α

2

)
.

Она же равна
15

4
sin
(π

2
− α

)
. Отсюда cos

α

2
=

3√
10

.

Ответ: 3.
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14. Воспользуйтесь теоремой о биссектрисе, чтобы доказать, что AB =
= 2BD и BC = 3BE. Из теоремы синусов для ∆BDC и ∆ABC

получите уравнение sin 3α = sinα (где 3α = ∠ABC). Тогда α =
π

4
,

а tg∠ACB =
1

3
.

Ответ: 45◦ и arctg
1

3
.

15. Пусть H — точка пересечения AC с окружностью, ∠BAD = α.
Тогда ∠HDC = 2α, ∠DHC = 90◦+α, DH = 4. Из теоремы синусов

для ∆DHC следует, что
5

cosα
=

4

cos 3α
, откуда cosα =

√
19

2
√

5
.

Ответ: R = 4
√

5.
16.

4 sinα sin(60◦ + α) sin(60◦ − α) =

= 4 sinα

(√
3

2
cosα+

1

2
sinα

)(√
3

2
cosα− 1

2
sinα

)
=

= sinα(3 cos2 α− sin2 α).

17. В соответствии с обозначениями на
рисунке: AC = 2R sin 3β, AB1 =

AC

sin(α+ γ)
· sin γ =

2R sin 3β sin γ

sin(α+ γ)
=

= 8R sinβ sin γ sin(60◦ + β)
(здесь использована преды-
дущая задача). Аналогично
AC1 = 8R sinβ sin γ sin(60◦ + γ).
Рассмотрим некоторый треугольник XY Z с углами ∠X = α, ∠Y =
= 60◦ + γ, ∠Z = 60◦ + β. Он подобен ∆AC1B1, а его стороны (ес-
ли радиус его описанной окружности равен 1/2) равны sin(60◦ +

+ γ), sin(60◦ + β), sinα. Из подобия следует соотношение:
B1C1

sinα
=

=
8R sinβ sin γ sin(60◦ + γ)

sin(60◦ + γ)
. Итак, B1C1 = 8R sinα sinβ sin γ, выра-

жение симметрично относительно α, β и γ.
18. Обозначим через OA центр той окружности, которая находится

ближе всего к A. Центры OB и OC определим аналогично. Пусть
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углы треугольника ∠A = α, ∠B = β, ∠C = γ, а радиус описан-
ной окружности ∆OAOBOC равен x. Общая точка окружностейM
равноудалена от OA, OB и OC . Поскольку OB и OC равноудалены
от BC, OBOC ‖ BC. Поэтому ∆OAOBOC ∼ ∆ABC (аналогично и
другие две пары сторон этих треугольников параллельны). Сторо-
на OBOC равна 2x sinα, а BC = a = 2R sinα, откуда

ax

R
= OBOC .

Ясно, что a = x ctg
β

2
+ x ctg

γ

2
+
ax

R
= r ctg

β

2
+ r ctg

γ

2
, откуда

a

x
− a

R
=
a

r
.

19. Воспользуйтесь теоремой Чевы в форме произведений отношений
отрезков, а затем замените эти отношения с помощью задачи 1.

20. Воспользуйтесь предыдущей задачей.
21. Пусть AK = KL = x, ∠KBL = ∠KBA = α, AB = y. Тогда

KC = x cos 2α, LC = x sin 2α, x + x cos 2α = y sin 2α, откуда y =

= x
1 + cos 2α

sin 2α
. Доказательство требуемого равенства CB + CL =

= AB сводится к проверке тождества x sin 2α+(x+x cos 2α) ctg 2α =
= y, которое при подстановке найденного y вырождается в очевид-
ное.

22. Случай, когда F лежит на отрезке CE, а не на продолжении, несло-
жен: воспользуйтесь вписанностью AEFB и равнобедренностью
∆AFB. Покажите, что ∆AFB — равносторонний. Сложнее слу-
чай, когда F лежит на продолжении CE за точку E. В этом случае
равенство ∠AEB = ∠AFB возможно лишь если F лежит вне квад-
рата. Пусть ∠ECD = ϕ, AB = 2. Тогда ∠CEB = ∠AEB = 45◦+ϕ,

tg
∠AFB

2
=

1

tgϕ− 2
, а tg∠AFB = tg(45◦ + ϕ) =

2
tgϕ−2

1− 1
(tgϕ−2)2

. Из

последнего уравнения tgϕ =
√

7.
23. В условии ничего не сказано о том, какие стороны равны, поэтому

требуется рассмотреть три случая. Проверьте, что AB = BC ведёт
к противоречию, а в случае AC = BC достаточно тривиального
подсчёта углов. Сложность представляет третий случай: AB = AC.
Пусть ∠ABC = 2α, AB = AC = x, BC = y. Продлите BO за точку
O до точки K так, чтобы иметь OK = OA. Треугольник ∆BCK
равнобедренный, поскольку BC = BO + AO = BO + OK = BK.
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Очевидно, ∠KOC = 3α, а y = 2x cos 2α, ∠BKC = 90◦−α
2
, ∠OCK =

= 90◦ − 5α

2
. Тогда

1

2 cos 2α
=
x

y
=
AB

BC
=
AO

OC
=
OK

OC
=

cos(5α/2)

cos(α/2)
.

Решив уравнение cos
α

2
= 2 cos 2α cos

5α

2
, установите, что

9α

2
=
π

2
+

+ πn, n ∈ Z, откуда α =
π

9
= 20◦.

24. Пусть ∠ABQ = ∠CBQ = α. Тогда

BP = AB · sin 30◦

sin(150◦ − 2α)
, AQ = AB · sinα

sin(120◦ − α)
,

BQ = AB · sin 60◦

sin(120◦ − α)
.

Условие несложно переписать в виде тригонометрического уравне-
ния

1 +
sin 30◦

sin(150◦ − 2α)
=

sinα+ sin 60◦

sin(120◦ − α)
,

которое сводится к уравнению cos(3α/2+30◦)
(
2 cosα−1

)
= 0. Зна-

чение cosα = 1/2 следует отбросить. Остается α = 40◦.
25. Докажите в качестве леммы, что если в ∆ABC проведен отрезок

AA1 (A1 — точка на стороне BC) так, что ∠BAA1 = α, ∠CAA1 = β,

AB = c, AC = b, AA1 = x, то
sin(α+ β)

x
=

sinα

b
+

sinβ

c
. Исполь-

зуйте эту лемму в ∆ROQ, ∆SOQ, ∆BOC, чтобы получить (при
∠COQ = α, ∠BOQ = β):

1

OC
=

sinα

OR
+

cosα

OQ
,

1

OB
=

sinβ

OS
+

cosβ

OQ
,

sin(α+ β)

OY
=

sinα

OB
+

sinβ

OC
.

Отсюда

sin(α+ β)

OY
= sinβ

(
OQ sinα+OR cosα

OR ·OQ

)
+

+ sinα

(
OQ sinβ +OS cosβ

OS ·OQ

)
.
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Тогда и

sin(α+ β)

OX
= sinβ

(
OP sinα+OS cosα

OP ·OS

)
+

+ sinα

(
OP sinβ +OR cosβ

OP ·OR

)
.

26. Если 4 точки лежат на одной окружности, то можно записать для
них теорему Птолемея (в форме произведений длин отрезков, за-
дача 35 раздела 1.2) и применить обобщённую теорему синусов.
Обратно: пусть, для определённости, луч DB лежит между луча-
ми DA и DC. Если для четырёх точек выполнено равенство из
условия, но эти точки не лежат на одной окружности, то можно
описать окружность около DAC и продлить луч DB до пересече-
ния с этой окружностью в точке B′. Поскольку A, B′, C и D лежат
на одной окружности, для них DA · sin∠BDC +DB′ · sin∠CXA+
+ DC · sin∠AXB = 0. Точки B и B′ совпадают, поскольку DB =
= DB′.

27. Пусть AE — высота треугольника ABC. Тогда ABEDQ вписан в
окружность. Обозначьте ∠BAD = α и ∠CAD = β запишите для
APDQ теорему Птолемея: AD ·PQ = AP ·QD+AQ ·PD. Выразите
всё, кроме PQ, через параметры AD, α и β, чтобы показать, что
PQ = AD sin(α+ β) = AD sin∠A.

28. Достаточно доказать, что

DH sin∠FDG+DG sin∠FDH = DF sin∠HDG

(в этой записи углы не ориентированные). Но DH = DE, DG =
= CE, ∠HDF = ∠ADB, sin∠FDG = sin∠DBC, sin∠HDG =
= sin∠DFC. Требуемое условие переписывается в виде

DE sin∠DBC + CE sin∠ADB = DF sin∠DFC.

Но по теореме синусов

DF sin∠DFC = DC sin∠FCD = DC sin∠BCD,

CE sin∠ADB = CE sin∠ECB = EB sin∠EBC.



285 Указания и подсказки

Условие вырождается в

DE sin∠DBC + EB sin∠EBC = DC sin∠BCD.

29. Сделайте поворот на 60◦ относительно точки C так, чтобы точка
A перешла в B. Треугольник CPP ′ равносторонний. Примените
теорему синусов к треугольнику BPP ′.

30. Пусть на стороне AB построен квадрат с центром X, на BC — n-
угольник с центром Y , а на AC — m-угольник с центром Z. Бу-
дем считать, что радиус описанной окружности ∆ABC равен 1,
центр описанной окружности — O. Для четырёхугольника OCY B

прямая OY — ось симметрии, ∠BOY = ∠A, ∠BY O =
180◦

m
= α.

Аналогично для четырёхугольника AOCZ: ∠OZC =
180◦

m
= β.

Докажите, что O лежит внутри треугольника XY Z, а также что

OY =
sin(∠A+ α)

sinα
, OX =

sin(∠C + 45◦)

sin 45◦
, OZ =

sin(∠B + β)

sinβ
. При-

мените предыдущую задачу, чтобы получить

OY

sin(60◦ + ∠A)
=

OZ

sin(60◦ + ∠B)
=

OX

sin(60◦ + ∠C)
.

Из полученного ранее:

sin(∠A+ α)

sin(∠A+ 60◦) sinα
=

sin(∠B + β)

sin(∠B + 60◦) sinβ
=

=

√
2 sin(∠C + 45◦)

sin(∠C + 60◦)
6

√
2 sin(90◦ + 45◦)

sin(90◦ + 60◦)
= 2.

Хотя бы один из углов A и B не превосходит 90◦ и не превышает
45◦. Пусть это угол B. Тогда sin(∠B+ 60◦) > 0 и ctg∠B 6 1. Тогда

из
sin(∠B + β)

sin(∠B + 60◦) sinβ
6 2 получаем sin∠B ctg β+cos∠B 6 sin∠B+

+
√

3 cos∠B или, что равносильно, ctg β 6 1+(
√

3−1) ctg∠B 6
√

3.
Итак, β > 30◦. Но из условияm > 6 уже было известно, что β 6 30◦,
поэтому m = 6.
Ответ: ∠C = 90◦, ∠A = ∠B = 45◦.
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К разделу 1.9, стр. 64

1. Найдите на чертеже треугольник, площадь которого, с одной сто-
роны, равна половине площади одного параллелограмма, а с другой
стороны — половине площади второго.

2. Пусть M — точка пересечения диагоналей AC и BD трапеции
ABCD с основаниями AD и BC. Тогда S∆ABD = S∆ACD, S∆CMD =
= S∆ACD−S∆AMD, S∆AMB = S∆ABD−S∆AMD. Поэтому S∆AMB =
= S∆CMD.

3. Утверждение сразу следует из формулы площади треугольника

S =
1

2
bc sin∠A.

4. Согласно задаче 2, SADM = SBCM . А согласно задаче 3, SABM ·
· SCDM = S2

ADM . Тогда площадь трапеции равна S = S1 + S2 +
+ 2
√
S1S2 = (

√
S1 +

√
S2)2.

5. На рисунке показано, что из кусков квадрата
можно сложить квадрат так, что под диагона-
лью будут находиться только заштрихованные
куски, а над диагональю — незаштрихованные.

6. Сумма площадей треугольников AA1D и CC1B
равна половине площади ABCD. Аналогично
сумма площадей ∆BB1A и ∆DD1C равна половине площадиABCD.
Значит, сумма площадей четырёх указанных треугольников равна
площади ABCD, откуда площадь дважды покрытой этими тре-
угольниками части равна площади части, не покрытой вовсе.

7. Сумма площадей всех чётных полосок и площади треугольника,
расположенного выше диагонали (составляющего половину площа-
ди квадрата), равна площади квадрата. Поэтому часть площади
квадрата, покрытая чётными полосками и треугольником дважды,
равна части площади, не покрытой вовсе.

8. Воспользуйтесь тем, что медиана треугольника делит его площадь
пополам.

9. Воспользуйтесь тем, что медиана делит площадь треугольника по-
полам. Две пары треугольников A1BC и A1B1C, ABC и A1BC
имеют равные площади. Напишите ещё 4 аналогичных равенства
и получите, что SA1B1C1 = 7.
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10. Отрежем от правильного восьмиугольника треугольники и переста-
вим их так, как показано на рисунке. Стороны полученного прямо-
угольника равны наибольшей и наименьшей диагоналям восьми-
угольника.

11. Первый способ. Пусть точка M лежит внутри параллелограмма
ABCD, а точки P и Q — её проекции на прямые BC и AD. То-
гда

SMBC + SAMD =
1

2
BC ·MP +

1

2
AD ·MQ =

=
1

2
AD · (MP +MQ) =

1

2
AD · PQ,

а PQ — высота параллелограмма.

Второй способ. Прямые, проходящие через точку M параллель-
но сторонам параллелограмма, разбивают его на четыре меньших
параллелограмма, а диагонали AM , BM , CM и DM разбивают
каждый из этих четырёх параллелограммов на два равных тре-
угольника.

12.
SBDEF
2S∆ADE

=
S∆BDE

S∆ADE
=
DB

AD
=
EF

AD
=

√
S∆EFC

S∆ADE
.

13. Рассмотрите наименьшую из сторон «угловых» прямоугольников.
Его вторая сторона — наибольшая. Одновременно с этим наиболь-
шей является сторона соседнего прямоугольника (дополняющая наи-
меньшую сторону до стороны исходного квадрата). Поэтому эти
прямоугольники равны, и тогда все 4 «угловых» прямоугольника
равны.

14. Пусть расстояния от точек A, K и B до прямой CD равны h1, h и

h2. Тогда h =
h1 + h2

2
. Пусть длина стороны CD равна 2a. Тогда
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SCKD = ah, SADM =
1

2
ah1 и SBCM =

1

2
ah2. Поэтому SCKD =

= SADM + SBCM . Требуемое соотношение получится после вычи-
тания из обеих частей суммы SPCM + SODM .

15. Пусть точки M и N лежат на стороне AB выпуклого четырёх-
угольника ABCD, точки K и L — на стороне DC, причём AM =
= MN = NB, DL = LK = KC. Проведите диагонали DM , LN и
KB четырёхугольников AMLD, MNKL и NBCK. Пусть h1, h и
h2 — расстояния от точек соответственно D, L, K до прямой AB.

Тогда h =
1

2
(h1 + h2). Поэтому

SMLN =
1

2
MN · h =

1

4
MN(h1 + h2) =

1

2
(SAMD + SKNB).

Аналогично, SKLN =
1

2
(SDLM+SCKB). Тогда SMNKL =

1

2
(SAMLD+

+ SNBCK).
16. Площадь треугольника равна половине произведения двух сторон

на синус угла между ними.
17. Соедините эту точку с вершинами треугольника и запишите равен-

ство площади всего равностороннего треугольника сумме площадей
трёх образовавшихся треугольников.

18. Пронумеруем стороны шестиугольника в порядке обхода его гра-
ницы. Продлив стороны с одной и той же чётностью до пересече-
ния, получим правильный треугольник. Способов получить такой
треугольник — два (для чётных и для нечётных сторон). Для обо-
их треугольников (равных между собой) примените утверждение
предыдущей задачи.

19. Если бы такой треугольник существовал, то его стороны можно
было бы выразить через площадь следующим образом: a = 2S,
b = S, c = 2S/3. Это противоречит неравенству треугольника.

20. Пусть A1, B1, C1 — середины сторон BC, CA и AB треуголь-
ника ABC. Проведённые отрезки — высоты ∆AB1C1, ∆A1BC1 и
∆A1B1C. Пусть P , Q, R — ортоцентры этих треугольников, H —
ортоцентр ∆A1B1C1. Рассматриваемый шестиугольник состоит из
∆A1B1C1, ∆B1C1P , ∆C1A1Q, ∆A1B1R.
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Ясно, что ∆B1C1P = ∆C1B1H, ∆A1B1R = ∆B1A1H. Поэтому пло-
щадь рассматриваемого шестиугольника равна удвоенной площади
S∆A1B1C1 . Но S∆ABC = 4S∆A1B1C1 .

21. Обозначим стороны треугольника через a, b и c, а соответствующие
высоты через ha, hb и hc, ha = 10, hb = 6. Из aha = bhb = chc

следует, что b =
5a

3
, hc =

10a

c
. Из неравенства треугольника b−a <

< c получаем
5a

3
−a < c, откуда

a

c
<

3

2
. Следовательно, hc =

10a

c
<

< 10 · 3

2
= 15.

22. Составьте систему из
трёх линейных уравне-
ний с тремя неизвестны-
ми S1, S2 и S3 (см. ри-
сунок), «складывая» из
этих площадей фигуры,
площади которых мож-
но легко вычислить.

23. Проведите через точку
M прямую XY ‖ AB,
где X лежит на прямой
BC, а Y лежит на пря-
мой AD. Площадь па-
раллелограмма ABXY
равна удвоенной площади треугольника ABM .

24. Четырёхугольник A1BC1M описанный, поэтому
a

2
+
mc

3
=

c

2
+

+
ma

3
, его вписанная окружность вписана и в треугольники AA1B

и CC1B, а их площади равны. Поэтому равны их периметры: c +

+ma +
a

2
= a+mc +

c

2
.

25. Пусть M и N — середины сторон BC и AD четырёхугольника
ABCD. ОтрезокMN — медиана ∆BNC, поэтому S∆ABN = S∆CDN ,
а стороны AN и ND этих треугольников равны и лежат на одной
прямой. Поэтому высоты BH1 и CH2 в этих треугольниках равны.

26. Пусть M , N , K, L — середины соответственно AB, BC, CD и DA,
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а Q = NL ∩MK. Четырёхугольник MNKL — параллелограмм.
Его диагонали MK и NL делятся точкой Q пополам. Аналогично
каждый из отрезков, соединяющих соответствующие точки деле-
ния на противоположных сторонах исходного четырёхугольника,
делится на 8 равных частей. Задача сводится к случаю выпуклого
четырёхугольника, все стороны которого разделены пополам. Для
этого достаточно соединить точку пересечения диагоналей с сере-
динами сторон и воспользоваться тем, что медиана делит площадь
треугольника пополам.

27. Пусть ABC —
данный треуголь-
ник. Обозначим
точки деления,
как показано на
рисунке. Тогда

S∆A1B1C1 =
1

3
S.

Пусть F = C2A2∩

∩CA, а MNKLPQ — шестиугольник, указанный в условии. Из
равенства ∆FA2C = ∆C2A2A1 следует, что CF = C2A1 = AC/3.
Из подобия ∆A1NC2 и ∆B1NF следует, что A1N : NB1 = C2A1 :
: B1F = 1 : 2. Аналогично A1M : M1C = 1 : 2. Поэтому S∆A1MN =
= S∆A1B1C1/9 = S/27. Аналогично, S∆B1KL = S∆C1PQ = S/27.
Следовательно, SMNKLPQ = S/3− 3S/27 = 2S/9.

28. Пусть MN = x, а E — точка пересечения прямых AB и CD. Тре-
угольники EBC, EMN и EAD подобны, поэтому SEBC : SEMN :
: SEAD = a2 : x2 : b2. Из SEMN − SEBC = SMBCN = SMADN =

SEAD−SEMN следует, что x2−a2 = b2−x2, откуда x2 =
1

2
(a2 + b2).

29. Ясно, что SAOB = SDOC , поэтому достаточно доказать, что SAOK =

=
1

2
SACD. Пусть P и Q — середины BC и AD. Прямая PQ прохо-

дит через O, CQ — медиана ∆ACD, и значит, SACD = 2SCQD =
2SCQK + 2SCKD. Поскольку CK ‖ OQ, SCQK = SCOK , поэтому
SCQK + SCKD = SCOK + SCKD = SOCDK .

30. Прямые BP и CP — медианы ∆ABC и ∆BCD соответственно.
Поэтому точки A и C равноудалены от BP , а B и D — от CP .
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Это значит, что SPAB = SPBC = SPCD. С другой стороны, высо-
ты ∆PAB и ∆PCD, опущенные из точки P , равны, поскольку P
лежит на биссектрисе. Поэтому равны и их основания, что и тре-
бовалось.

31. Пусть ABC — данный треугольник, AB > AC > BC, CH — его
высота, A′ симметрична A относительно H, B′ симметрична B от-
носительно биссектрисы угла A. Треугольники ACA′ и ABB′ рав-
нобедренные, накрывающие ∆ABC, причём

SACA′

SABC
=
AA′

AB
=

2AH

AB
,
SABB′

SABC
=
AB′

AC
=
AB

AC
.

Произведение этих отношений есть
2AH

AC
< 2, поэтому какое-то из

отношений меньше
√

2.
32. Через указанную точку внутри треугольника проведите прямые,

параллельные сторонам этого треугольника. Они разбивают тре-
угольник на три параллелограмма и три равносторонних треуголь-
ника. Отрезки, соединяющие P с вершинами, разбивают каждый
параллелограмм на две равные части, а перпендикуляры из P к
сторонам разбивают каждый треугольник на две равные части.

33. Последовательные стороны квадратов по-
лучаются друг из друга поворотом на 90◦,
поэтому углы между прямыми AB и PQ,
BC и QR, CD и RS, DA и SP равны.
Поэтому и проекции HK, GE, LM , FN
на стороны квадрата ABCD равны. Обо-
значим HK = GE = LM = FN = d,
SAHP = SANP = p, SBKQ = SBGQ = q,
SECR = SLRC = r, SMSD = SFSD = s. Заметим, что HP + MS =
= KQ+RL = 1− d. Тогда

SAPQB+SCRSD = (SAHP+SBKQ+SPHKQ)+(SDMS+SLRC+SMSRL) =

= p+ q+ r+ s+
1

2
(PH +SM +QK+RL)d = p+ q+ r+ s+ (1−d)d.

Аналогично и сумма площадей четырёхугольников APSD и BQRC
равна этой же величине.
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Для любого другого расположения указанных точек через d обо-
значим величину проекции вектора

−−→
PQ на направленную прямую

AB. Такими же будут величины проекций векторов
−−→
QR на BC,

−→
RS

на CD,
−→
SP на DA. Чтобы получить площадь четырёхугольника

APQB, нужно сумму p+ q площадей треугольников APH и KQB
увеличить (при d > 0) или уменьшить (при d < 0) на площадь
трапеции KPQH. Остальное аналогично.

34. Контрпримером служит многоугольник, со-
стоящий из трёх одинаковых квадратов (за-
лов), соединённых тонкими изогнутыми кори-
дорами (см. рисунок). Если площадь каждого
зала составляет 0,3, а площадь коридоров со-
ставляет лишь 0,1 общей площади, то хорда,
пересекающая только коридор, по одну сторо-
ну содержит два целых зала. Аналогичное
верно и если она пересекает один из залов: она не пересекает «пе-
рекрёстка», и два зала остаются по одну сторону от неё.

35. Пусть даны два прямо-
угольника равной площа-
ди A1B1C1D1 со сторона-
ми a1 и b1 и A2B2C2D2

со сторонами a2 и b2
(a1b1 = a2b2). Без огра-
ничения общности будем
считать, что a1 < b2 и
a2 < b1 (если a1 = b2, то
утверждение очевидно). Прямоугольники расположим так, как по-
казано на рисунке, и докажем, что это расположение — искомое.
Покажем, что A1A2 ‖ C1C2. Действительно, из подобия треуголь-

ников получаем, что
h1

h
=
b1 − a2

a2
и
h2

h
=
b2 − a1

a1
. Поскольку пло-

щади равны,
b1 − a2

a2
=
b2 − a1

a1
, откуда h1 = h2, что и требовалось.

ЧетырёхугольникиA1E1C1C2 иA2E2C2C1 — параллелограммы (зна-
чит, A1E1 = A2E2), и площади их равны. В силу равенства площа-
дей прямоугольников равны и площади ∆A1B1E1 и ∆A2B2E2. По-
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скольку A1E1 = A2E2, равны и высоты этих треугольников. Поэто-
му B1B2 ‖ A1A2. Четырёхугольник A1E2B2B1 — параллелограмм,
треугольники A1B1E1 и E2B2A2 равны по катету и гипотенузе.
Из этого следует, что любая горизонтальная прямая, пересекаю-
щая эти треугольники, пересекает их по равным отрезкам. Если же
горизонтальная прямая пересекает параллелограммы A1E1C1C2 и
A2E2C2C1 или совпадающие треугольники C1D2C2 и C1D1C2, то
соответствующие отрезки равны.

36. Верно. Пусть треугольники A1B1C1 и A2B2C2 равновелики. Если
на сторонах A1B1 и A2B2 соответственно найдутся точки M1 и M2

такие, что C1M1 и C2M2 равны, причём площади треугольников
C1A1M1 и C2A2M2 тоже равны, то достаточно расположить тре-
угольники так, чтобы точки C1, M1, C2, M2 лежали на одной пря-
мой (докажите это). Остаётся показать существование таких точек
M1 иM2. Более того, не важно, на каких сторонах лежат эти точки:
обозначения вершин всегда можно изменить.
Посмотрим, как изменится длина l отрезка, соединяющего точку на
стороне треугольника с противоположной его вершиной, в зависи-
мости от площади S треугольника, заметаемой этим отрезком при
движении точки по стороне. ПустьM сначала движется по стороне
AB треугольника единичной площади. При этом площадь изменя-
ется от 0 до 1, а длина l — от b до a. Пусть далее точкаM движется
по стороне AC от точки C к точке A. Будем считать, что при этом
площадь изменяется от 1 до 2, т. е. мы проходим площадь ∆ABC
ещё раз. Наконец, пусть далее M движется от B к C по стороне
B, а площадь меняется от 2 до 3 (длина l меняется при этом от c
до a). Получили функцию l(s), определённую на s ∈ [0, 3], причём
min
s∈[0,3]

l(s) · max
s∈[0,3]

l(s) = 2, поскольку это произведение равно произ-

ведению длины наибольшей стороны на наименьшую высоту тре-
угольника — удвоенной площади треугольника. Если такие функ-
ции l1(s) и l2(s) построить для двух данных треугольников A1B1C1

и A2B2C2 равной (для определённости — единичной) площади, то
графики этих функций пересекутся: это непрерывные функции, у
которых равны произведения минимального и максимального зна-
чений. В самом деле, если бы общей точки у графиков не нашлось,
то одна из функций была бы всюду больше другой, откуда и про-
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изведение минимального значения на максимальное для большей
функции было бы больше.
Осталось заметить, что точка пересечения указанных графиков и
определяет необходимое положение отрезков C1M1 и C2M2.

37. Пусть P — периметр ∆ABC, I и r — центр и радиус вписанной
окружности,M и N — точки на сторонах AB и AC,MN — прямая,
делящая площадь и периметр в равных отношениях: AM + AN =

= kP , SAMN = kSABC . Тогда SAMIN = SAMI + SANI =
1

2
r(AM +

+ AN) =
1

2
rkP = kSABC . Поэтому SMIN = 0, то есть прямая

MN проходит через точку I. Обратное утверждение доказывается
аналогично.

38. Каждая из рассматриваемых величин равна площади многоуголь-
ника M . Проверим это для суммы длин горизонтальных отрезков.
Проведём эти отрезки. Тогда M разобьётся на два треугольника
и несколько трапеций, причём высоты этих фигур будут равны 1.
Осталось выразить площади этих фигур через основания и высоты
по известной формуле и сложить. Видно, что каждый горизонталь-
ный отрезок войдёт в сумму два раза, т. е. в итоге — с коэффици-
ентом единица, что и требовалось.

39. При указанном отражении сохраняются длины диагоналей четы-
рёхугольника. Пусть острый угол между диагоналями был равен
α. Тогда после отражения один из углов между диагоналями ста-
новится равным либо 3α, либо 3α−π, а поэтому отношение площа-

дей равно
∣∣∣∣sin 3α

sinα

∣∣∣∣. С помощью формулы для синуса тройного угла

можно получить
S′

S
=
∣∣3− 4 sin2 α

∣∣ < 3.

40. Обозначим точки пересечения сторон квадратов и продлим их сто-
роны (см. рисунок). Четырёхугольники ABCD и A1B1C1D1 — па-
раллелограммы. Соответствующие стороны этих параллелограм-
мов перпендикулярны, значит, углы параллелограммов равны. Кро-
ме того, соответствующие высоты параллелограммов равны сторо-
нам квадратов, то есть также соответственно равны.

Параллелограммы равны и совмещаются композицией поворота на
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90◦ и параллельного переноса, а соответствующие диагонали BD
и B1D1 параллелограммов равны и перпендикулярны. Аналогично
доказывается равенство и перпендикулярность отрезковMP и LK.
Значит, диагонали четырёхугольников KDLB и B1MD1P соответ-
ственно равны и пересекаются под одним и тем же углом, откуда
(поскольку площадь четырёхугольника равна половине произведе-
ния диагоналей на синус угла между ними) и следует утверждение
задачи.

К разделу 1.10, стр. 72

1. Возведите в скалярный квадрат векторное равенство
−−→
AD =

−−→
AB +

+
−−→
BC +

−−→
CD.

2. Постройте на сторонахAB иAD четырёхугольникаABCD во внеш-
нюю сторону треугольники ABF и ADE так, чтобы ∆ADE ∼
∼ ∆CAB и ∆ABF ∼ ∆CAD. После чего докажите, что BDEF —
параллелограмм и воспользуйтесь теоремой косинусов в треуголь-
нике AEF для стороны EF .

3. Случай четырёх точек на одной прямой оставляется читателю. Ес-
ли же они не лежат на одной прямой, то можно воспользовать-
ся соотношением Бретшнейдера (для простого четырёхугольника
ABCD) и тем, что косинус по модулю не превосходит 1. При этом
cos(∠A + ∠C) = −1 тогда и только тогда, когда четырёхугольник
ABCD вписанный.
См. также задачу 35 раздела 1.2. Другое доказательство можно
получить с помощью инверсии, см. задачу 20 раздела 6.8.
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4. Разбейте четырёхугольник диагональю на два треугольника и сло-

жите их площади, воспользовавшись формулой S =
abc

4R
. Затем

сделайте то же самое, разбив четырёхугольник другой диагональю.
Осталось почленно разделить друг на друга получившиеся равен-
ства.

5. Воспользуйтесь соотношением Бретшнейдера для вырожденного
четырёхугольника ABCD, в котором точка D попала на диагональ
AC.

6. Получите формулу для косинуса угла между диагоналями четы-

рёхугольника cosϕ =
|a2 + c2 − b2 − d2|

2ef
, применив теорему косину-

сов для четырёх треугольников, на которые диагонали разбивают
четырёхугольник. Проверьте, что числитель для данных в задаче
параметров равен нулю.

7. Рассмотрите случаи выпуклого и невыпуклого четырёхугольников
по отдельности. В обоих случаях достаточно разбить четырёхуголь-
ник на треугольники и воспользоваться формулой площади тре-
угольника через длины двух сторон и угол между ними.

8. Воспользуйтесь предыдущей задачей и выражением для косинуса
угла между диагоналями, выписанном в указании к задаче 6.

9. Покажите, что
−−→
MN =

1

2
(
−−→
DB−

−−→
DA−

−−→
DC), затем возведите это век-

торное равенство в скалярный квадрат и воспользуйтесь несколько
раз теоремой косинусов для треугольника.

10. Воспользуйтесь предыдущей задачей.

11. Заметим очевидные неравенства S 6
1

2
(ab+cd) и S 6

1

2
ef . Исполь-

зуя их и неравенство о среднем, получаем:
m = (a2 +b2)+(c2 +d2)+(e2 +f2) > 2ab+2cd+2ef > 4S+4S = 8S.

12. Возведите в квадрат S =
1

2
(bc sin∠C+da sin∠A). Умножьте резуль-

тат на 16 и сложите с равенством (b2 +c2−a2−d2)2 = (2bc cos∠C−
−2da cos∠A)2, которое получится, если по теореме косинусов двумя
различными способами записать квадрат длины диагонали AC.

13. Воспользуйтесь теоремой 1.10.4 и тем, что a+ c = b+ d. Покажите,
что p− a = c, а также ещё три аналогичных равенства для других
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сторон.
14. Воспользуйтесь предыдущей задачей.

15. Пусть
−−→
AB = ~x,

−−→
AD = ~y,

−−→
BC = ~z. Тогда исходное соотношение

эквивалентно

|~x+~z|2 + |~x−~y|2 = |~x|2 + |~x+~z−~y|2 +2|~y||~z| ⇔ (~y, ~z) = |~y||~z| ⇔ ~y ‖ ~z.

16. Понятно, что достаточно рассмотреть случай выпуклого четырёх-
угольника (иначе можно увеличить его площадь, сохранив при этом

длины сторон). Далее, SABCD = SABC+SACD 6
1

2
(ab+ cd). Теперь

рассмотрим четырёхугольник A′BCD, где A′ — точка, симметрич-
ная точке A относительно серединного перпендикуляра к отрез-
ку BD. Применяя аналогичные рассуждения для четырёхуголь-

ника A′BCD, получим SABCD = SA′BCD 6
1

2
(ac+ bd), поскольку

A′B = d, DA′ = a.
17. Примените соотношение Бретшнейдера к четырёхугольникуABDC.

Далее используйте тождество cos(∠A+60◦) =
1

2
(cos∠A−

√
3 sin∠A),

теорему косинусов для треугольника ABC (при угле A) и формулу

S =
1

2
bc sin∠A.

18. Пусть диагонали четырёхугольника ABCD пересекаются в точке
P , а угол между ними равен ψ. Обозначим PA = a, PB = b,
PC = c, PD = d. По теореме косинусов |AB2−BC2 +CD2−CA2| =
= 2 cosψ(ab + bc + cd + da) = 2AC · BD · cosψ. Но по неравенству
Птолемея (см. задачу 3) AC · BD 6 AB · CD + BC · AD, причём
равенство достигается только на вписанном четырёхугольнике. По-
этому

cosψ >
|AB2 −BC2 + CD2 −AD2|

AB · CD +BC ·AD
= cosϕ.

19. Пусть D — точка пересечения биссектрисы угла A c описанной
окружностью треугольника ABC. Докажите, что DB = DC = DI,
где I — центр вписанной окружности треугольника ABC (этот
факт называется леммой о трезубце, см. задачу 14 раздела 1.6).
Далее примените теорему Птолемея к четырёхугольнику ABDC и
получите, что DA = 2DB.



298

20. i. По теореме синусов, применённой к треугольникам ADB

и ABC, 2R =
f

sin∠A
и 2R =

e

sin∠B
, т. е. 4R2 =

ef

sin∠A · sin∠B
.

Теперь воспользуйтесь теоремой Птолемея и формулами

a = r

(
ctg
∠A
2

+ ctg
∠B
2

)
, b = r

(
ctg
∠B
2

+ tg
∠A
2

)
,

c = r

(
tg
∠A
2

+ tg
∠B
2

)
, d = r

(
tg
∠B
2

+ ctg
∠A
2

)
.

Оставшаяся часть задачи — упражнение по тригонометрии.
ii. Следует из формулы в предыдущем пункте. Другое доказа-
тельство можно получить с помощью инверсии.

К разделу 1.11, стр. 76

1. В первом случае достаточно провести диаметр через точку P и
записать равенство произведений отрезков хорд, а во втором — ис-
пользовать равенство AP ·PB квадрату отрезка касательной и тео-
рему Пифагора.

2. AP · PB = EP · PF = GP · PH, откуда следует подобие ∆EGP и
∆FHP .

3. Для того, чтобы не разбирать большого количества случаев, про-
ще использовать метод координат: для точки M(x, y) степени от-
носительно окружностей с центрами O1(a, 0) и O2(−a, 0) должны
быть равны, что приводит к соотношению (x − a)2 + y2 − R2

1 =
= (x+ a)2 + y2−R2

2. Отсюда радикальная ось задаётся уравнением

x =
R2

1 −R2
2

4a
.

4. ТочкиA иB имеют одинаковую степень относительно обеих окруж-
ностей, а радикальная ось — всегда прямая. В случае касания окруж-
ностей проверьте, что их общая касательная является радикальной
осью: отрезки касательных из любой её точки к обеим окружностям
равны.

5. Это прямое следствие предыдущей задачи.
6. Точка пересечения AB и CD лежит на радикальной оси, отрезки

касательных из этой точки равны.
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7. В этом треугольнике медиана равна половине стороны, к которой
эта медиана проведена.

8. Степень точки пересечения двух радикальных осей относительно
всех трех окружностей одинакова.

9. Прямые, содержащие общие хорды — попарные радикальные оси,
они пересекаются в радикальном центре или параллельны.

10. Проведите вспомогательную окружность S, пересекающую обе дан-
ные окружности, а затем проведите попарные радикальные оси для
S и S1 и для S и S2. Их точка пересечения (радикальный центр)
лежит на радикальной оси S1 и S2. Выбрав ещё одну окружность
S′ аналогичным образом, получите ещё одну точку на искомой ра-
дикальной оси. Для построения прямой достаточно двух её различ-
ных точек.

11. Эта точка — радикальный центр трёх вершин (как окружностей
нулевого радиуса). Серединные перпендикуляры — радикальные
оси.

12. X, Y , а также середины всех остальных отрезков лежат на ради-
кальной оси.

13. ПустьM — середина CH. Прямая XY — радикальная ось, поэтому
достаточно проверить, что powSM = powS1

M . Степени точки M
вычисляются напрямую (по формуле d2 −R2).

14. Пусть AD вторично пересекает ω в точке X 6= A, а Ω вторич-
но в точке Y 6= D. Без ограничения общности считаем центр ω
расположенным к вершине угла ближе, чем центр Ω. Требуемое
следует из (AX + XY ) · (AX + XY + Y D) = AC2 = BD2 =
= (Y D +XY ) · (Y D +XY +AX).

15. Пусть B′ и C ′ — точки пересечения прямых A′M и A′N с пря-
мой, проходящей через A и параллельной BC. Поскольку ∆A′NC
и A′MB равнобедренные, ∆ABC = ∆A′B′C ′. А из AM · BM =
= A′M · B′M имеем powSM = powS′M , где S и S′ — описанные
окружности ∆ABC и ∆A′B′C ′. Аналогично и для точки N , откуда
MN — радикальная ось двух равных окружностей S и S′ — это их
ось симметрии. Поэтому при симметрии относительно этой прямой
A′ ∈ S′ переходит в точку на S.
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16. Пусть SD и SF — окружности с центрами D и F и радиусами DC
и EF соответственно. Тогда BA и BC — касательные к ним, а
E ∈ SD ∩SF , поэтому BE — радикальная ось SD и SF , она перпен-
дикулярна линии центров.

17. Обозначим пересечение продолжений AB и CD через O, а через
S — описанную окружность ABCD. Тогда O — радикальный центр
S, S1 и S2, откуда X лежит на окружности с центром в O радиуса√
OA ·OB.

18. Пусть M , N и K — середины AB, CD и XY соответственно. Пря-
мая XY — радикальная ось, поэтому достаточно проверить, что
powS1

K = powS2
K, т. е. KM2 − AM2 = KN2 − DM2. Для этого

используются прямые углы: BD2 = BC2 + CD2 = AB2 +AD2.

19. Покажите, что CO — касательная к окружности, описанной около
∆OPQ. Тогда требуемое следует из теоремы о квадрате касатель-
ной.

20. ω1 и ω2 пересекаются на BC в основании A1 высоты AA1. Две дру-
гие высоты проходят через ортоцентр, лежащий на AA1. Задача
свелась к задаче 2.

21. Если бы центры окружностей не лежали на одной прямой, то реше-
ние было бы очевидным: XY , PQ и RS — попарные радикальные
оси, а в треугольнике O1O2O3, где Oi — центр ωi (ω3 — описан-
ная окружность PQRS), они же — высоты. Случай O1, O2, O3,
лежащих на одной прямой, должен быть разобран отдельно, для
этой конфигурации достаточно несколько раз применить теорему
Пифагора.
Радикальные оси позволяют построить решение, не зависящее от
конфигурации: требуется показать, что O3 лежит на радикальной
оси ω1 и ω2: powω2

O3 = powω1
O3. А известно при этом, что O1

лежит на радикальной оси ω2 и ω3, а O2 лежит на радикальной оси
ω1 и ω3: powω2

O1 = powω3
O1 и powω1

O2 = powω3
O2. Вычитая из

O1O
2
2 − r2

2 = O1O
2
3 − r2

3 равенство O1O
2
2 − r2

1 = O2O
2
3 − r2

3, получим
требуемое.

22. Пусть O — точка пересечения диагоналей трапеции, аM и N лежат
на отрезках DO и CO соответственно. Четырехугольник APQB
вписанный, откуда ∠DPQ = ∠ABC = 180◦ − ∠DCQ, и поэтому
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DPQC тоже вписанный. Аналогично из вписанности AMNB сле-
дует вписанность DMNC. Для описанных окружностей APQB,
DPQC, DMNC попарные общие хорды PQ,MN , CD — радикаль-
ные оси, они пересекаются в одной точке — радикальном центре.
Для другого расположения точекM и N доказательство аналогич-
но.

23. Продолжим AX и AY за точки X и Y соответственно до точек U
и V так, что AU = AV = 2 = p. Тогда U и V — точки касания
вневписанной окружности ∆ABC с продолжениями сторон AB и
AC, а XY — радикальная ось этой вневписанной окружности и
точки A (как окружности нулевого радиуса). Пусть вневписанная
окружность касается BC в точке T . Тогда AM = MT . Остаётся
выбрать из двух треугольников подходящий (в зависимости от вза-
имного расположенияM и T на отрезке BC) и свести его периметр
к длине AU = AV .

24. В первом случае HC1, HB1 и HA1 — радикальные оси, а во втором
случае — CC1, BB1, AA1 — радикальные оси.

25. Это прямое следствие предыдущей задачи.

26. Пусть S, P — основания перпендикуляров, опущенных из точки A
на BC и из точки C на AD соответственно. Точки S и P лежат на
окружности с диаметром AC, S и M — на окружности с диамет-
ром AB, M и P — на окружности с диаметром CD. Прямые AS и
PC — попарные радикальные оси для описанных окружностей че-
тырёхугольников ASBM , ASCP и MCDP , их точка пересечения
H — радикальный центр, поэтому HM — радикальная ось описан-
ных окружностей ASBM и MCDP , она перпендикулярна линии
центров KL.

27. Согласно задаче 2 четырехугольникMBCN вписанный. Если дока-
зать, что AMND — вписанный, то задача будет решена (искомая
точка пересечения прямых — радикальный центр трёх окружно-
стей). Но ∠MAB = 90◦−∠ACM = 90◦−∠BNM = 180◦−∠DNM .

28. Для доказательства того, что B1B2C1C2 — вписанный четырех-
угольник, рассмотрите описанную окружность ω ∆C1C2B1 и по-
кажите, что B2 лежит на ней же: AH — радикальная ось ΓB и
ΓC , а C1C2 — радикальная ось ΓC и ω. Поэтому A — радикаль-
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ный центр, и прямая AB2 (как радикальная ось) содержит точку
пересечения B1 окружностей ΓB и ω. Остаётся доказать, что для
A1A2B1B2 и C1C2A1A2 описанная окружность — та же самая.

29. 1 решение. Пусть P ′ и Q′ — вторые точки пересечения ω1 с AB и ω2

с AC. Тогда ∠MP ′A = ∠MFP = ∠MCB, откуда следует, что P ′

лежит на описанной окружности Ω ∆BMC. Аналогично и точка
Q′ лежит на Ω. Значит, AP ′ : AQ′ = AC : AB = AQ : AP , откуда
powω1

A = powω2
A, точка A лежит на радикальной оси MN этих

окружностей.
2 решение. Пусть AM пересекает PQ в точке K, а BC — в точке L.
Тогда EK : FK = BL : CL = PK : QK. Следовательно, PK ·FK =
= QK ·EK. Окружности ω1 и ω2 пересекают AM в одной и той же
точке.

30. Пусть выпуклый шестиугольник
ABCDEF касается окружности в
точках R, Q, T , S, P , U (точка R лежит
на AB, Q — на BC и т. д.). Выберем
произвольное число a > 0 и построим на
прямых BC и EF точки Q′ и P ′ так, что
QQ′ = PP ′ = a, а векторы

−−→
QQ′ и

−−→
PP ′

сонаправлены с векторами
−−→
CB и

−−→
EF .

Аналогично строим точки R′, S′, T ′, U ′

(см. рисунок, RR′ = SS′ = TT ′ = UU ′ = a). Построим окружность
S1, касающуюся прямых BC и EF в точках Q′ и P ′. Аналогич-
но построим окружности S2 и S3. Докажем, что B и E лежат на
радикальной оси S1 и S2:

BQ′ = QQ′ −BQ = RR′ −BR = BR′

(если QQ′ < BQ, то BQ′ = BQ−QQ′ = BR−RR′ = BR′) и

EP ′ = EP + PP ′ = ES + SS′ = ES′.

Аналогично и FC и AD — радикальные оси пар окружностей S1 и
S3, а также S2 и S3.

31. Покажем, что для фиксированной точки A на стороне угла суще-
ствует ровно одна прямая, удовлетворяющая условию. Середина
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K отрезка CD равноудалена от проекций центров окружностей на
искомую прямую, поэтому она совпадает с проекцией середины L
отрезка между центрами. Точка K, следовательно, есть точка пе-
ресечения окружности с диаметром AL и радикальной оси ω и Ω,
отличная от середины X1Y1. С другой стороны, если взять точку F
так, что AX1 = Y2F , то AB ·AC = FE · FD и AD ·AE = FC · FB,
откуда следует, что прямая AF — искомая.

32. Рассмотрим окружности ω1 и ω2, построенные как на диаметрах
на медианах AM1 и BM2 треугольника ABC. Пусть C1 и C2 —
точки пересечения этих окружностей, а H1 и H2 — вторые точки
пересечения этих окружностей со сторонами BC и AC треуголь-
ника. Тогда ∠AH1M1 = ∠BH2M2 = 90◦ (они опираются на диа-
метры). Итак, AH1 и BH2 — высоты треугольника ABC. ∆CAB и
∆CH1H2 подобны, откуда CH1 : CH2 = AC : BC = CM2 : CM1,
то есть CM1 ·CH1 = CM2 ·CH2. Это значит, что точка C лежит на
радикальной оси указанных окружностей, то есть на прямой CC1.
Аналогично и AA1 и BB1 — радикальные оси других пар окруж-
ностей, они пересекаются в радикальном центре.

К разделу 2.1, стр. 86

1. При повороте R120◦
O относительно центра окружности O вся кон-

струкция переходит в себя, а значит, треугольник A2B2C2 перехо-
дит в себя.

2. При повороте на ∠ABA1 относительно точки B в таком направле-
нии, что A переходит в A1, точка F переходит в E, а B остаётся на
месте.

3. Используйте поворот на 90◦ вокруг точки D, чтобы показать, что
эти прямые перпендикулярны.

4. Достройте симметричный равнобедренный треугольник до квадра-
та, а затем сделайте поворот относительно середины гипотенузы на
90◦. Медиана перейдет в перпендикуляр к этой медиане. который
пройдет через середину стороны достроенного квадрата. Исполь-
зуйте подобие треугольников, чтобы доказать, что перпендикуляр
делит гипотенузу в отношении 2 : 1, считая от вершины, из которой
проведена медиана.
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Другое решение дано в задаче 11 раздела 3.5 об уравнении прямой.
5. Используйте определение поворота и признак вписанного четырёх-

угольника.
6. Обозначим пересечения AB ∩ C1O = C2, AC ∩ B1O = B2, BC ∩
∩ A1O = A2. Эти точки — середины сторон треугольника ABC
и середины отрезков A1O, B1O, C1O. По свойству средней линии

C2B2 ‖ BC ‖ C1B1 и C2B2 =
BC

2
=
B1C1

2
.

7. Пусть центр ABCD — точка O. Сделаем центральную симметрию
относительно этой точки. Тогда прямая NP перейдет в N ′P ′ ‖
‖ NP ‖ MQ. Точка B переходит в D, лежащую и на MQ, и на
N ′P ′. Эти параллельные прямые имеют общую точку и поэтому
совпадают. ПараллелограммMNPQ при указанной симметрии пе-
реходит в себя.

8. Рассмотрите два прямоугольника, возникающие при проведении
перпендикуляров. Согласно предыдущей задаче их центры совпа-
дают с центром исходного параллелограмма. При симметрии от-
носительно центра исходного параллелограмма искомый четырех-
угольник переходит в себя, а значит, это параллелограмм. В нем
равны диагонали, поэтому это прямоугольник.

9. Достройте ещё три прямоугольных треугольника, равных данному,
таким образом, чтобы получился квадрат со стороной a, в который
вписан исходный квадрат, построенный на гипотенузе. Затем ис-
пользуйте совпадение центров этих квадратов.

10. Поворот на 90◦ относительно центра квадрата переводит проведён-
ные перпендикуляры в прямые AP , BP , CP и DP .

11. Повернём квадрат ABCD относительно точки A на 90◦ так, чтобы
сторона AD совместилась со стороной AB. Образы точек исходной
конструкции будем обозначать штрихами. Несложно заметить, что
XZW ′Y ′ — параллелограмм, и поэтому W ′Y ′ ‖ XZ. Но W ′Y ′ —
образ WY при повороте на 90◦.

12. Площади четырехугольниковKBCD и LCDE равны, эти четырех-
угольники совмещаются поворотом.

13. Рассмотрим остроугольный ∆ABC. Если H ′ — образ H при сим-
метрии относительно BC, то ∠CBH ′ = ∠CBH = ∠CAH ′, поэтому
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H ′ лежит на описанной окружности ∆ABC. Случай тупоугольного
треугольника получается переобозначением точек на чертеже.

14. Пусть G — точка пересечения катета AC и прямой l. Проведем
через B прямую, параллельную CE. Пусть она пересечет прямую
AC в точке H. Тогда по теореме Фалеса из FE = EB следует, что
GC = CH. Кроме того, CD = CH, поскольку треугольник BCH
переходит в ACD при повороте на 90◦.

15. Пусть C ′ и D′ — результаты параллельного переноса точки E на
векторы

−−→
BC и

−−→
AD. Тогда CC ′DD′ — параллелограмм с центром F ,

поскольку
−−→
CC ′ =

−−→
BE =

−→
EA =

−−→
D′D. Пусть G — результат парал-

лельного переноса D′ на вектор
−−→
EC ′. Тогда EC ′GD′ — также па-

раллелограмм с тем же центром, причем EG = 2EF = AD+BC =
= ED′+EC ′ = ED′+D′G, поэтому треугольник ED′G вырожден.

16. Поворот на 90◦ в соответствующую сторону с центром в точке P
сохраняет квадрат с центром P , а квадрат с центром Q переводит
в квадрат с центром в S.

17. Поскольку четырёхугольник AEBC вписанный, а AE — внешняя
биссектриса угла A, отрезки BE и EC равны. Тогда поворот R∠CEBE

в нужном направлении переводит точку A в точку D, лежащую
на отрезке AB, поскольку ∠EAB = ∠ECB. Поэтому ∆AED —
равнобедренный. Этот же поворот переводит треугольник AEC в
треугольник DEB. Значит, 2AF = AD = AB −BD = AB −AC.

18. Сделайте поворот R60◦
B . Тогда отрезок CC1 переходит в A1A.i.

Точка пересечения двух прямых AA1 и CC1 может быть эк-
вивалентно определена как точка пересечения AA1 и описан-
ной окружности ∆BCA1. Это следствие первого пункта: угол
между AA1 и CC1 равен 60◦. Аналогично через точку пересе-
чения AA1 и описанной окружности ∆BCA1 проходит и пря-
мая BB1. Поэтому прямые AA1, BB1 и CC1 проходят через
одну точку, лежащую на описанной окружности ∆BCA1. Эта
точка лежит и на описанных окружностях ∆ABC1 и ∆CAB1.

ii.

См. предыдущий пункт.iii.

Четырёхугольник TBA1C вписанный. Значит, ∠BTC = 180◦−
∠BA1C = 120◦.

iv.
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Решение дано в указаниях к задаче 15 раздела 4.2 о геометри-
ческих экстремумах.

v.

19. Если это не так, то любые три точки, являющиеся вершинами тре-
угольника с углами 30◦, 60◦, 90◦, содержат хотя бы одну точку обо-
их цветов. Зафиксируем две точки первого цвета A и B и построим
четыре прямоугольных треугольника с углом 30◦, как показано на
рисунке. По предположению точки C1,
C2, C3, C4 — одного цвета. Но ∆C1C3C4

имеет углы 30◦, 60◦, 90◦, противоречие.
20. Сделайте центральную симметрию от-

носительно центра параллелограмма
Вариньона EFGH четырёхугольника
ABCD.

К разделу 2.2, стр. 92

1. Сделайте гомотетию, переводящую треугольник ADO в треуголь-
ник CBO.

2. Сделайте гомотетию с коэффициентом 1/2 с центром в данной точ-
ке.

3. Постройте квадратBCDE во внешнюю сторону треугольникаABC
Затем сделайте гомотетию с центром в A, переводящую точки D и
E в точки на прямой BC.

4. Сделайте гомотетию относительно точки касания такую, что од-
на окружность переводится этой гомотетией в другую окружность.
При гомотетии окружность и касательная к ней переходит в окруж-
ность и касательную к ней, параллельную исходной касательной.

5. Сделайте гомотетию относительно точки касания окружностей, пе-
реводящую меньшую окружность в большую. ХордаMN перейдёт
в касательную к большей окружности.

6. Модифицированное утверждение следующее. Две окружности ω и
Ω касаются внешним образом в точке A. Продолжение хорды MN
окружности Ω касается окружности ω в точке P . Тогда луч AP
делит дугу MN окружности Ω, не содержащую точку A, пополам.
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Доказательство можно провести по той же схеме, что и для преды-
дущей задачи (коэффициент гомотетии отрицательный).

7. Рассматриваемый четырёхугольник гомотетичен параллелограмму
Вариньона исходного четырёхугольника (параллелограмму с вер-
шинами в серединах сторон этого четырёхугольника). Найдите пло-
щадь этого параллелограмма.

8. Пусть A1 и C1 — точки на сторонах AB и CB соответственно, в ко-
торых касательная ко вписанной окружности треугольника ABC,
проходящая через точку M , пересекает эти стороны. Треугольни-
ки ABC и A1BC1 гомотетичны с центром в точке B, а вписанная
окружность треугольника ABC — вневписанная для треугольника
A1BC1. Поэтому точка L — точка касания стороны AC со вневпи-
санной окружностью треугольника ABC.

9. Докажите, что треугольник с вершинами в центрах O1, O2, O3

трёх указанных окружностей гомотетичен исходному треугольни-
ку, причём центр гомотетии — точка пересечения биссектрис ис-
ходного треугольника. Точка X — центр описанной окружности
треугольника O1O2O3.

10. Через точки B1 и C1 можно провести две окружности, касающиеся
Ω. Одна из них проходит через A: гомотетия с центром в точке A и

коэффициентом
B1C1

BC
переводит Ω в описанную окружность тре-

угольника AB1C1. Итак, точки A и K симметричны относительно
прямой B1C1. Искомый угол прямой.

11. Сделайте гомотетию с центром в середине стороны AC и коэффи-
циентом 1/3. Точки B и B1 перейдут в точки пересечения медиан
∆ABC и ∆AB1C соответственно. Сделайте аналогичные гомоте-
тии относительно середин двух других сторон треугольника ABC,
а также воспользуйтесь результатами задачи 18 раздела 2.1.

12. Сделайте гомотетию с центром в точке A, переводящую окруж-
ность, касающуюся двух сторон и описанной окружности треуголь-
ника, в его вписанную окружность.

13. Пусть f — гомотетия с центром в точке пересечения AC и BD,
переводящая прямую BA в прямую DF , а g — гомотетия с тем же
центром, переводящая прямую DC в прямую EA. Тогда компози-
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ция g и f совпадает с композицией f и g (в обратном порядке).
Проверьте, что композиция f и g переводит B в E, а C в F .

14. Рассмотрите гомотетию с положительным коэффициентом, перево-
дящую указанную окружность ω в описанную окружность Ω тре-
угольника ABC. Хорда UV окружности ω перейдёт в хорду U ′V ′ ‖
‖ AC в окружности Ω. Точка B — середина дуги U ′V ′ в Ω. Прообраз
точки B при указанной гомотетии есть середина дуги UV (отлич-
ной от той, середина которой есть точка Z) в ω. Таким образом,
прообраз треугольника ABC — это треугольник, получающийся
из треугольника XY Z с помощью центральной симметрии относи-
тельно центра окружности ω.

15. Пусть для определённости лучи P2P1 и Q2Q1 пересекаются в точке
O, а OA пересекает ω1 в точке C 6= A. Гомотетия с центром в
O, переводящая ω1 в ω2, переводит также точку C в A. Отсюда
следует, что ∠O2AM2 = ∠O1CM1. Покажите, что OO1 · OM1 =
= OA ·OC, откуда точки A, C,M1, O1 лежат на одной окружности.
Остаётся провести подсчёт вписанных углов.

16. Пусть первая гомотетия переводит точки A и B в точки A1 и B1, а
вторая гомотетия переводит A1 и B1 в A2 и B2 соответственно. По-
кажите, что

−−−→
A2B2 = k1k2

−−→
AB. Докажите, что точка O пересечения

прямых AA2 и BB2 неподвижна при композиции указанных двух
гомотетий. Затем проверьте, что векторы

−−→
OO1 и

−−→
OO2 коллинеарны.

17. Это прямое следствие теоремы о композиции гомотетий.
18. Осуществим три гомотетии: HωA 7→ω

A1
, HωB 7→ω

B1
, HωC 7→ω

C1
. При этом ка-

сательные к парам окружностей (ωA, ωB), (ωB, ωC), (ωC , ωA) перей-
дут в параллельные им прямые A2B2, B2C2, C2A2, касающиеся ω
(например, касательная AB к окружностям ωA и ωB перейдёт в па-
раллельную прямую A2B2 при гомотетиях HωA 7→ω

A1
и HωB 7→ω

B1
). Тре-

угольник A2B2C2 гомотетичен треугольнику ABC, причём центр
этой гомотетии есть точка O пересечения прямых AA2, BB2 и CC2.
Но точки A1, B1, C1 лежат соответственно на этих прямых, так как
A2 = HωA 7→ω

A1
(A), B2 = HωB 7→ω

B1
(B), C2 = HωC 7→ω

C1
(C). Следователь-

но, прямые AA1, BB1 и CC1 пересекаются в точке O.
19. Пусть в треугольнике ABC окружности ωA(O1, r1), ωB(O2, r2) и

ωC(O3, r3) попарно касаются внешним образом в точках A1, B1,
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C1, а также касаются сторон AB и CA, AB и BC, BC и CA соот-
ветственно (см. рисунок). По теореме Дезарга достаточно показать,
что точки пересечения AB с A1B1, BC с B1C1 и CA с C1A1 лежат
на одной прямой. Покажем, что эти точки — центры гомотетий,
переводящих ωA в ωB, ωB в ωC и ωC в ωA соответственно (с по-
ложительными коэффициентами для всех трёх гомотетий). Тогда
утверждение задачи последует из теоремы о композиции гомоте-
тий. Гомотетия H

−r3/r1
B1

переводит окружность ωA в ωC а гомоте-

тия H−r2/r3A1
переводит ωC в ωB. Композиция этих гомотетий есть

гомотетия, которая переводит ωA в ωB. Согласно предыдущей за-
даче коэффициент этой гомотетии равен r2/r1, а её центр лежит
на прямой A1B1. Но центр гомотетии с положительным коэффи-
циентом, которая переводит одну окружность в другую — точка
пересечения внешних касательных к этим окружностям. Поэтому
центр полученной гомотетии лежит также на прямой AB: это точ-
ка K1 пересечения A1B1 и AB. Остаётся проделать аналогичные
действия и с точками K2, K3 — центрами гомотетий, переводящих
ωB в ωC и ωC в ωA.

20. Найдите пару гомотетий с коэффициентом
√

2 таких, что одна из
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них в композиции с поворотом на 45◦, а другая — в композиции
с поворотом на 45◦, но в другом направлении, переводят отрезки
AOA и OBOC в один и тот же отрезок. Пересечение прямых в од-
ной точке следует из того, что эти прямые являются высотами в
треугольнике OAOBOC .

К разделу 3.1, стр. 99

1. Докажите, что λ 6= −1. Затем проверьте, что
−→
C −
−→
A = λ

(−→
B −

−→
C
)
.

Для доказательства второго пункта проделайте выкладки из реше-
ния первого пункта в обратном порядке.

2. Можно воспользоваться уже известным фактом (задача 18 разде-
ла 2.1): все три отрезка AA1, BB1 и CC1 равны между собой, а
угол между любыми двумя из них равен 60◦. Поэтому, используя
параллельный перенос этих отрезков, можно составить из них рав-
носторонний треугольник. Сумма соответствующих векторов рав-
на нулю. Дадим второе доказательство, не использующее указан-
ную задачу. Ясно, что

−→
AA1 =

−→
CA1 −

−→
CA,

−−→
BB1 =

−−→
AB1 −

−−→
AB,−−→

CC1 =
−−→
BC1 −

−−→
BC. Остаётся вычислить сумму

−→
CA1 +

−−→
AB1 +

−−→
BC1.

Каждый вектор из этой суммы получается из одного из векторов-
сторон треугольника поворотом в одном и том же направлении на
60◦. Поэтому их сумма равна нулю.

3. Приняв точку P за полюс, можно считать, что
−→
D = α

−→
A ,
−→
C = β

−→
B .

Воспользуйтесь коллинеарностью векторов
−→
M и

−→
N (соединяющих

полюс с серединами CD и AB) и единственностью разложения по
неколлинеарным векторам

−→
A и

−→
B . Если

−→
N = λ

−→
M , то α = β = λ.

4. Разделите медиану AA1 точкой Q1 в отношении 2 : 1, считая от

точки A. Докажите, что
−→
Q1 =

1

3

(−→
A +

−→
B +

−→
C
)
, пользуясь теоре-

мой 3.1.3. Аналогичные равенства имеют место для точек Q2 и Q3

на медианах BB1 и CC1, делящих их в отношении 2 : 1, считая от
вершин. Поэтому три построенные точки совпадают.

5. Сложите
−→
A и
−→
B , а затем прибавьте

−→
C . Докажите, что если эта сум-

ма есть
−→
H1, то прямая CH1 — высота. Затем аналогично вычислите(−→

B +
−→
C
)

+
−→
A и

(−→
A +

−→
C
)

+
−→
B .
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6. Воспользуйтесь равенствами из задач 4 и 5.
7. Воспользуйтесь теоремой 3.1.3, а также теоремами 3.1.1 и 3.1.2.
8. Это центроид G треугольника ABC. Предположив, что есть точ-

ка M , отличная от G, вычтите из условия
−−→
MA +

−−→
MB +

−−→
MC = ~0

равенство
−→
GA+

−−→
GB +

−−→
GC = ~0 и придите к противоречию.

9. Примените правило ломаной сложения векторов.

10.
−−→
OO1 =

1

2

(−−→
AA1 +

−−→
CC1

)
=

1

2

(−−→
BB1 +

−−−→
DD1

)
, согласно предыдущей

задаче. Сложите эти равенства.
11. Если M и M1 — середины отрезков AA1 и BB1 (проходимых пер-

вым и вторым пешеходом соответственно за одно и то же время),

то
−−−→
MM1 =

1

2

(−−→
AA1 +

−−→
BB1

)
.

Ответ: прямую линию.

12. Если
−−→
OA1,

−−→
OB1 и

−−→
OC1 — построенные векторы, то ∆A1B1C1 — ост-

роугольный. Ортоцентр H этого треугольника лежит внутри опи-
санного около него круга, поэтому OH < 1. Осталось воспользо-
ваться результатом задачи 5.

13. Если при повороте относительно точки O на угол, не крат-
ный 360◦, вектор переходит в себя, то он нулевой. Поверните

правильный многоугольник на угол
360◦

n
вокруг центра.

i.

−−→
XA1 + . . .+

−−−→
XAn =

(−−→
XO +

−−→
OA1

)
+ . . .+

(−−→
XO +

−−→
OAn

)
. Теперь

воспользуйтесь результатом первого пункта.

ii.

14. Поверните каждый из рассматриваемых векторов на 90◦.

15. Для произвольного полюса запишите равенства вида
−−→
AB =

−→
B −

−→
A

и сложите их.
16. Из данных векторов можно сложить ромб. Пары его противопо-

ложных сторон дают требуемое разбиение.
17. Если O — центр описанной окружности четырёхугольника, то век-

тор
−−−→
OMa равен

1

2

(−→
OA+

−−→
OB +

−−→
OC +

−−→
OD

)
. Для доказательства вос-

пользуйтесь результатом задачи 5:
−−→
OHa =

−−→
OB +

−−→
OC +

−−→
OD.
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18. Через точку M проведите прямые, параллельные сторонам исход-
ного треугольника. Он разобьётся на 3 параллелограмма и 3 рав-
носторонних треугольника. Докажите, что

−−−→
MK1 +

−−−→
MK2 +

−−−→
MK3 =

=
1

2

(−−→
MA+

−−→
MB +

−−→
MC

)
и воспользуйтесь результатом задачи 4.

19. Разложите
−−→
CO по

−→
CA и

−−→
CB двумя способами и воспользуйтесь

единственностью разложения.
Ответ: AO : OK = 3 : 4, BO : OL = 6 : 1.
К задаче также имеет смысл вернуться после изучения геомет-
рии масс — см. раздел 5.1.

20. Используйте теоремы 3.1.1 и 3.1.2.

Ответ:
1√
3
.

См. также задачу 21 в разделе 3.5.

К разделу 3.2, стр. 105

1. В первом пункте при применении теоремы Чевы используйте ра-
венство соответствующих отрезков. Во втором пункте выразите все
длины отрезков, содержащихся в теореме Чевы, через длины сто-
рон и косинусы углов треугольника.

2. Используйте подобие треугольников и теорему Чевы.
3. Примените теорему Чевы и используйте тот факт, что отрезки ка-

сательных, проведённых к окружности из одной точки, совпадают.
4. Используйте теорему о биссектрисе и теорему Чевы, чтобы полу-

чить cos∠BAC =
b

2c+ b
.

5. Примените теорему Чевы для треугольника ABC и точек A1, B1

и C1. Далее используйте равенство отношений площадей
SPBA
SPBC

=

=
SB1BA

SB1BC
.

6. Отметим точки A2, B2, C2 касания сторон треугольника с его впи-
санной окружностью. Точки A1, B1, C1 симметричны точкам A2,
B2, C2 касания сторон треугольника с его вписанной окружностью
относительно середин сторон BC, AC, AB соответственно. Но для
точек A2, B2, C2 выполнена теорема Чевы (соответствующее про-
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изведение трех отношений равно 1), так как AA2, BB2, CC2 пере-
секаются в одной точке (точке Жергонна).

7. Выразите отношения синусов через соответствующие длины отрез-
ков из теоремы Чевы в стандартной форме.

8. Примените теорему Чевы в тригонометрической форме.

9. Примените теорему Чевы в тригонометрической форме для тре-
угольника ACE.

10. Примените три раза теорему Чевы в тригонометрической форме
для треугольника ABC и трех точек A2, B2 и C2 внутри него. Да-
лее используйте равенство треугольников AB1B2 и AC1C2, а также
аналогичные ему.

11. Используйте подобие треугольников и теорему Чевы.

12. Используйте теорему Чевы в тригонометрической форме, выразив
длины высот, опущенных из точек A1, A2 и D на соответствующие
прямые, содержащие стороны треугольника, через длины и углы
треугольника ABC.

13. Выразите отношения длин отрезков через соответствующие длины
высот, опущенных из точек A1, B1 и C1 на прямые AB, BC и CA.

14. Примените теорему Менелая два раза. В первом случае рассмотри-
те треугольник AA1B и прямую CC1. Во втором случае возьмите
треугольник AA1C и прямую BB1.

15. Примените теорему Менелая для треугольника OO1O2 и прямой
A1A2.

16. Примените теорему Менелая для треугольника BB1C и прямой
AA1, а также для треугольника ABB1 и прямой CC1. Тем самым
получите отношения, в котором отрезок BB1 разбивается отрезка-
ми AA1 и CC1.

17. Примените теорему Менелая для треугольников ABC, ABM и пря-
мой PQ, где M — середина BC.

18. Рассмотрите треугольник, образованный прямыми A1C2, A2B1 и
B2C1, и примените к нему теорему Менелая для прямых, содержа-
щих наборы точек {A1, B1, C1}, {A2, B2, C2}, {A1, B2, X}, {A2,
C1, Y }, {B1, C2, Z}.
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19. Это частный случай теоремы Паппа, поскольку центр параллело-
грамма — это точка пересечения прямых AC и BD.

20. Примените теорему Менелая для треугольника ABC и прямой, со-
единяющей точки касания отрезков AB и BC со сферой. Далее
аналогично поступите с треугольником ADC и прямой, соединяю-
щей точки касания отрезков CD и DA.

К разделу 3.3, стр. 110

1. Для случая, когда вершины квадратов обходятся в различных на-
правлениях, выражения

−−→
DM =

−−→
DC +

−−→
DG и

−→
AE =

−−→
DE−

−−→
DA доста-

точно перемножить скалярно. Решение для второго случая анало-
гично.

2. Пусть ~a =
−−→
BC, ~b =

−−→
AD, ~c =

−−→
HA, ~d =

−−→
HC. Тогда 2

−−→
KL = ~a + ~b,

2
−−→
HM = ~c+ ~d, остаётся проверить, что (~a+~b)(~c+ ~d) = 0. Поскольку
BD — серединный перпендикуляр к AC, M ∈ BD. Поэтому век-
торы ~a −~b =

−−→
BM +

−−→
MC +

−−→
DM +

−−→
MA =

−−→
BM +

−−→
DM и ~d − ~c =

−→
AC

перпендикулярны: (~a − ~b)(~d − ~c) = 0. По условию ~a~c = ~b~d = 0.
Остаётся раскрыть скобки в (~a+~b)(~c+ ~d).

3. Пусть BF — медиана ∆ABC. Покажите, что
−−→
BF =

1

2

(−−→
BA+

−−→
BC

)
и
−−→
ED =

BA

BC

−−→
BC − BC

BA

−−→
BA. Умножьте эти векторы скалярно.

4. Используйте результат задачи 3.1.1 и вычислите скалярный квад-
рат вектора

−→
AI.

Ответ. AI2 =
bc(p− a)

p
, где p =

a+ b+ c

2
.

5. Разложите все векторы по векторам ~a =
−−→
BA и ~b =

−−→
BC. Задача

аналогична задаче 3.3.1.

Ответ:
√

7

3
,
√

7

2
, arccos

1

7
.

6. В качестве полюса выберите центр описанной окружности. Тогда

4R2 = AB2 + CD2 =
(−→
B −

−→
A
)2

+
(−→
D −

−→
C
)2

=

= 4R2 − 2
(−→
A ·
−→
B +

−→
C ·
−→
D
)
.
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Поэтому косинусы углов AOB и COD равны по модулю и противо-
положны по знаку. Но тогда ∠AOB +∠COD = ∠AOD+∠COB =

= 180◦. Вычтите из
−→
B ·
−→
C +
−→
D ·
−→
A = 0 равенство

−→
A ·
−→
B +
−→
C ·
−→
D = 0,

чтобы получить
−→
AC ·

−−→
BD = 0.

7. Пусть длина стороны квадрата равна 1, ~a =
−−→
BA, ~b =

−−→
BC,

−−→
BP =

= α~a,
−−→
BQ = α~b,

−−→
BH = x~a + y~b. Из условия следует, что y = αx,

x =
α

1 + α2
. Проверьте, что

−−→
HQ ·

−−→
HD = 0.

8. Ответ: a2 + b2 = 5c2.
Воспользуйтесь тем, что вектор медианы равен полусумме векто-
ров заключающих её сторон и свойством 3 скалярного произведе-
ния, предварительно разложив все векторы по векторам двух сто-
рон треугольника.

9. Приняв за полюс центр O описанной окружности, найдите скаляр-
ный квадрат вектора

−→
I (см. задачу 3.1.1, разобранную в разделе

3.1). С помощью теоремы косинусов найдите
−→
A ·
−→
B ,
−→
B ·
−→
C и

−→
C ·
−→
A

и убедитесь, что OI2 =
−→
I 2 =

R2(a+ b+ c)2 − abc(a+ b+ c)

4p2
, где

p =
a+ b+ c

2
. Приведите это равенство к виду OI2 = R2 − abc

2p
и

воспользуйтесь тем, что S∆ABC =
abc

4R
= pr.

10. Для доказательства пункте i выберите произвольный полюс и рас-
кройте скобки в выражении(−→
B −

−→
A
)
·
(−→
D −

−→
C
)

+
(−→
C −

−→
B
)
·
(−→
D −

−→
A
)

+
(−→
A −

−→
C
)
·
(−→
D −

−→
B
)
.

11. В первом пункте левая часть равна
−−→
AB2 +

(−−→
AD −

−→
AC
)2
−
−−→
AD2 −

−
(−→
AC −

−−→
AB
)2

= 2
−→
AC ·

−−→
AB − 2

−−→
AD ·

−→
AC = 2

−→
AC ·

(−−→
AB −

−−→
AD

)
.

12.
∣∣∣~a+~b

∣∣∣ =
∣∣∣~a−~b∣∣∣ ⇔ (

~a+~b
)2

=
(
~a−~b

)2
⇔ ~a ·~b = 0.

13. Пусть ~a =
−−→
AB, ~b =

−−→
BC, ~c =

−−→
CD. Тогда

−−→
AD = ~a+~b+~c,

−→
AC = ~a+~b,

−−→
BD = ~b + ~c и ~a2 + ~b2 + ~c2 +

(
~a+~b+ ~c

)2
−
(
~a+~b

)2
−
(
~b+ ~c

)2
=

= (~a+ ~c)2 > 0. Равенство возможно только при ~a = −~c.
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14. Пусть окружность, вписанная в ∆ABC, имеет радиус r и касается
сторон BC, CA, AB соответственно в точках A1, B1 и C1. Вос-

пользуйтесь неравенством
(−−→
IA1 +

−−→
IB1 +

−−→
IC1

)2
> 0, где I — центр

вписанной окружности ∆ABC.

15. Рассмотрите векторы с координатными столбцами
(
a
b

)
,
(
c
d

)
,
(
e
f

)
,(

g
h

)
. Один из углов между ними не больше 90◦, поэтому соответ-

ствующее скалярное произведение неотрицательно.

16. Рассмотрите векторы ~a =

(
x
y

)
и ~b =

(
t
z

)
. По условию |~a| = 2,

|~b| = 3, ~a ·~b = 6 = |~a| · |~b|, откуда ~a � ~b. Положите
(
x
y

)
=

(
2 cosϕ
2 sinϕ

)
,(

t
z

)
=

(
3 cosϕ
3 sinϕ

)
. Воспользуйтесь методом введения вспомогатель-

ного угла, чтобы найти наибольшее значение суммы 2 cosϕ+3 sinϕ.

Ответ: x =
4√
13

, y =
6√
13

, z =
9√
13

, t =
6√
13

.

17. Обозначьте данные векторы ~e1, . . . , ~e10 и рассмотрите
−−→
AB = ~e1 +

. . .+ ~e10. Этот вектор — искомый, потому что

−−→
AB · ~ei =

1

2

(
−−→
AB2 + ~e2

i −
(−−→
AB − ~ei

)2
)
> 0.

18. Возьмите ось OX так, чтобы проекции данных векторов на неё
были различны. Тогда сумма двух векторов с максимальными ко-
ординатами не может быть равна сумме двух других векторов.
Ответ: не существует.

19. Пусть ~e1 =
−−→
AB, ~e2 =

−→
AC, ~a = x~e1 + y~e2. Тогда pr~e1 ~a = x · pr~e1 ~e1 +

+ y · pr~e1 ~e2 и pr~e2 ~a = x · pr~e2 ~e1 + y · pr~e2 ~e2. Для ~e = ~e2 − ~e1:
pr~e~a = x pr~e ~e1 +y pr~e ~e2. Сложите три полученных равенства и убе-
дитесь, что задача свелась к нахождению суммы ~s проекций на все
стороны для векторов ~e1 и ~e2: ~s(~a) = x~s(~e1)+y~s(~e2). Считая сторону

треугольника единичной, проверьте, что pr~e2 ~e1 = (~e2 · ~e1)~e2 =
1

2
~e2,

pr~e ~e1 =
1

2
(~e1 − ~e2), ~s(~e1) =

3

2
~e1. Аналогично ~s(~e2) =

3

2
~e2.
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20. Перепишем условие задачи с помощью радиусов-векторов в точки
A, B, C, H, A1, B1, C1 (обозначим эти векторы соответственно
−→
OA = ~a,

−−→
OB = ~b,

−−→
OC = ~c,

−−→
OH = ~h,

−−→
OA1 = ~a1,

−−→
OB1 = ~b1,

−−→
OC1 = ~c1).

По условию дано, что
(~a− ~h)(~c1 −~b1) = 0

(~b− ~h)(~c1 − ~a1) = 0

(~c− ~h)(~b1 − ~a1) = 0

Предположим также, что нашлась такая точка H1 с радиусом-
вектором ~h1, что {

(~a1 − ~h1)(~b− ~c) = 0

(~b1 − ~h1)(~a− ~c) = 0

Требуется показать, что (~c1 − ~h1)(~b − ~a) = 0, что эквивалентно
ортогональности H1C1 и AB. Докажем это: необходимо получить
~c1
~b − ~c1~a − ~h1

~b + ~h1~a = 0. Раскроем все скобки в имеющихся пяти
равенствах: 

~a~c1 − ~a~b1 − ~h~c1 + ~h~b1 = 0
~b~c1 −~b~a1 − ~h~c1 + ~h~a1 = 0

~c~b1 − ~c~a1 − ~h~b1 + ~h~a1 = 0

~a1
~b− ~a1~c− ~h1

~b+ ~h1~c = 0
~b1~a−~b1~c− ~h1~a+ ~h1~c = 0

В первых двух и последних двух уравнениях выразите встречаю-
щиеся в выражении ~c1

~b−~c1~a−~h1
~b+~h1~a слагаемые. Затем сложите

первые два и последние два уравнения. Левая часть окажется равна
~c1
~b − ~c1~a − ~h1

~b + ~h1~a, а правая ~a~b1 + ~h~c1 − ~h~b1 +~b~a1 + ~h~c1 − ~h~a1 +
+~a1

~b−~a1~c+~h1~c+~b1~a−~b1~c+~h1~c = ~c~b1 −~c~a1 −~h~b1 +~h~a1 = 0, где в
последнем равенстве использовано третье уравнение системы.

К разделу 3.4, стр. 116

1. Условие равносильно
−−→
AB =

−−→
DC. Второй подход — найти абсциссы

и ординаты середин диагоналей и сравнить их.
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2. Поместите начало координат в точку A, задайте координатными

столбцами векторы
−−→
AB =

(
a
b

)
и
−−→
AD =

(
c
d

)
. Возьмите точку

X(x, y) и вычислите рассматриваемую величину.

3. Используйте теорему 3.1.3 раздела 3.1:
−−→
OC =

α

α+ β

−→
OA+

β

α+ β

−−→
OB,

и поэтому (xc, yc) =

(
α

α+ β
x1 +

β

α+ β
x2,

α

α+ β
y1 +

β

α+ β
y2

)
.

4. Воспользуйтесь тем, что радиус-вектор в точку пересечения медиан
−−→
OG равен

1

3

(−→
OA+

−−→
OB +

−−→
OC
)
, а радиус-вектор в точку пересече-

ния биссектрис I равен
−→
OI =

1

a+ b+ c

(
a
−→
OA+ b

−−→
OB + c

−−→
OC
)
, где a,

b, c — длины сторон.

5. Пусть абсцисса точки B по модулю равна x. Выразите радиус опи-

санной окружности по формуле R(x) =
abc

4S
=
a(x)b(x)c(x)

4S(x)
.

Читатели, знакомые с понятием кривизны, могут заметить связь
полученного результата с этим понятием.

6. Введите систему координат так, чтобы точки A и C имели коорди-
наты (0, 0) и (1, 0) соответственно, а B имела координаты (t, 0). То-

гда точкиO1 иO2 имеют координатыO1

(
t

2
,
t

2

)
иO2

(
1 + t

2
,
1− t

2

)
.

Середина O1O2 пробегает отрезок, параллельный оси OX.

7. Вектор
−−→
AD получается из

−−→
AB поворотом на 90◦ по часовой стрелке.

Нетрудно убедиться, что из двух векторов с координатами
(
−y
x

)
и
(
y
−x

)
именно второй вектор — нужный. Координаты точки C

теперь можно найти, например, воспользовавшись первой задачей
раздела.

8. Пусть точки A и B имеют координаты (0, 0) и (1, 0), а C(x, y) меня-
ется. Используя предыдущую задачу, несложно найти координаты
E(−y, x) и G(y, 1−x). Очевидно, положение середины EG не зави-
сит от x и y.

9. Введите систему координат c началом в точке A, осью OX, со-
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направленной с
−−→
AB, и осью OY , перпендикулярной OX, такой,

что точка из A движется в сторону увеличения своей ординаты.
Минимизировать можно квадрат расстояния между точками, рав-
ный ρ2 = (a − v2t − v1t cosα)2 + (v1t sinα)2. Расстояние минималь-
но в момент времени, отвечающий вершине параболы ρ2(t), т. е.

t =
a(v2 + v1 cosα)

v2
2 + 2v1v2 cosα+ v2

1

.

10. Для нахождения расстояния от произвольной точки (u, v) до пря-

мой y = x достаточно взять проекцию вектора с координатами
(
u
v

)
на вектор

(
1
−1

)
: это расстояние ρ1(u, v) =

1√
2
|u−v|. Расстояние до

прямой y = x− 1 вычисляется аналогично: ρ2(u, v) =
1√
2
|u+ 1− v|.

Остаётся взять точку на параболе (u,u2) и найти минимум по u
функции f(u) = ρ2(u, u2).

11. Пусть в эту область вписан прямоугольник ABCD, причём точки A
и B лежат на параболе y = x2 и A имеет меньшую абсциссу x0, чем
x1 у точки B. Тогда, поскольку точки (x0, x

2
0) и (x1, x

2
1) соединены

прямой, параллельной y = x, имеем x0 − x1 = x2
0 − x2

1, откуда
x1 = 1−x0. Чтобы этот прямоугольник оказался квадратом, нужно,
чтобы расстояние между A и B было равно половине расстояния

от A до прямой y = x, т. е. 2 · |x0 − x2
0|√

2
=
√

2(x1−x0) =
√

2(1−2x0),

x0 − x2
0 = 1 − 2x0, и x0 =

3−
√

5

2
. Длина стороны квадрата равна

√
10− 2

√
2.

12. Для A(0, 0), B(1, 0) и M(x, y) равенство из условия приводится к
виду 2x− 1 = k, поэтому искомое множество задаётся уравнением

x =
k − 1

2
.

13. Введите декартову систему координат так, чтобыA(−a,−b),B(a,−b),
C(a, b),D(−a, b). Если точкаM имеет координаты (x, y), то условие
i выполняется при всех x и y, а условие ii — при x = 0 или y = 0.

14. Запишите уравнение прямой в виде y = k(x − x3) и примените
теорему Виета к уравнению k(x− x3) = ax2.
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15. Пусть координаты точек B и C равны (0, 0) и (1, 0) соответственно,
а D имеет координаты (t, 0). Введите точку A с координатами (x, y)
и проверьте справедливость соотношения AC2 ·DB + AB2 · CD −
−AD2 · CB = CB · CD ·DB, из которого AD легко выражается.

16. Удобно рассмотреть по отдельности поворот ~a =

(
x
0

)
и ~b =

(
0
y

)
.

Сумма двух таких векторов, к которым применили поворот на угол
ϕ, равна результату применения поворота к сумме.

17. Пусть ~a, ~b, ~c, ~d, ~e, ~f — радиусы-векторы точек A, B, C, D, E, F .
Середины A1, B1, C1 сторон BC, CA, AB имеют радиусы-векторы
~b+ ~c

2
,
~c+ ~a

2
,
~a+~b

2
. Будем обозначать R(~h) поворот на 90◦ против

часовой стрелки вектора ~h. Тогда (если вершины A, B, C обходятся
по часовой стрелке) следующие векторы можно выразить через ~a,
~b, ~c и операцию R:

−−→
C1D = t · R(~b − ~a),

−−→
B1F = t · R(~a − ~c),

−−→
A1E =

= t ·R(~c−~b), где константа t одна и та же в силу подобия. Поэтому
1

3
(~a+~b+ ~c) =

1

3
(~d+ ~e+ ~f).

18. Уравнение касательной к кубической параболе в точке (x0, x
3
0) мож-

но записать в форме y = k(x−x0)+x3
0. Уравнение x3 = k(x−x0)3+x3

0

имеет два совпадающих корня, равных x0, и некоторый третий
корень x1. Для нахождения x1 используйте обобщенную теорему
Виета: сумма корней квадратного трёхчлена равна коэффициенту
перед x2, домноженному на (−1). Отсюда можно найти абсциссу
второй точки пересечения. Далее требуемое отношение отрезков
получается из подобия треугольников.

К разделу 3.5, стр. 122

1.
Выберем произвольную точку на прямой: к примеру, (0, 7/3).
Выберем вектор, параллельный этой прямой: например, век-

тор ~a с координатами
(
−3
2

)
. Тогда прямая задаётся уравне-

нием ~r(t) =

(
0

7/3

)
+

(
−3
2

)
t.

i.



321 Указания и подсказки

Векторное уравнение запишем как систему из двух скалярных
уравнений: x = 2 + 4t и y = 3 + 5t. Исключив t, получаем

уравнение
x− 2

4
=
y − 3

5
.

ii.

2. При сдвиге аргумента из x0 на ∆x значение функции f(x) =
= kx+ b прирастает на k∆x.

i.

По формуле тангенса разности тангенс угла между прямыми

может быть вычислен как tgα =

∣∣∣∣ k1 − k2

1 + k1k2

∣∣∣∣, а котангенс, соот-

ветственно, ctgα =

∣∣∣∣1 + k1k2

k1 − k2

∣∣∣∣. Последний равен нулю если и

только если 1 + k1k2 = 0.

ii.

3. Уравнение
x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
(если нулей в знаменателе нет) задаёт

прямую, поскольку оно имеет вид Ax+ By + C = 0. Ясно, что обе
точки (x1, y1) и (x2, y2) на ней лежат.

4. В качестве направляющих векторов прямых, содержащих сторо-
ны треугольника, можно брать

−−−→
A1B1,

−−−→
B1C1 и

−−−→
C1A1, а в качестве

начальных точек — сами точки A1, B1, C1.
5. Достаточно приравнять нулю скалярное произведение направляю-

щих векторов
(

4
a

)
и
(
a
a

)
. Но не следует спешить, включая a = 0

в ответ.

6. Вычислите косинус угла между направляющими векторами
(
−1
2

)
и
(
−9
7

)
этих прямых.

7. Обозначим точки A(3,−2) и O(4,−3). Тогда вершина C квадрата
ABCD с центром O получится, если от O отложить вектор

−→
AO =

=

(
7
−5

)
, а B и D получатся, если от O отложить

−→
AO, повёрнутый

на ±90◦, т. е. вектор ±
(

5
7

)
. Получаем вершины (−3,−2), (9, 4),

(11,−8), (−1,−10). Уравнения прямых можно составить с помощью
формулы из задачи 3.

8.
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Полученное уравнение всегда имеет вид Ax+By+C, где хотя
бы одно из чисел A и B не равно нулю.

i.

Направляющий вектор такой прямой есть линейная комбина-
ция направляющих векторов первой и второй прямых с ко-
эффициентами α и β. Поскольку эти направляющие векторы
неколлинеарны, по ним можно разложить любой вектор.

ii.

9. Нормальный вектор прямой n =

(
2
−3

)
. Проекция

(
x′

y′

)
на прямую

для произвольной точки
(
x0

y0

)
ищется подбором t такого, чтобы(

x0

y0

)
+ t

(
2
−3

)
лежала на прямой.

Ответ:
(
x′

y′

)
=

(
x0

y0

)
−
(

2
13(2x0 − 3y0 + 6)
−3
13 (2x0 − 3y0 + 6)

)
=

(
9
13x0 + 6

13y0 − 12
13

6
13x0 + 4

13y0 − 18
13

)
.

10. Направляющий вектор первой прямой есть ~a1 =

(
1
3

)
, а для второй

прямой направляющим будет вектор ~a =

(
−1
1

)
. Достаточно найти

направляющий вектор искомой прямой ~a2 из условия (~a2 + ~a1) ‖ ~a и
|~a1| = |~a2|. Начальная точка искомой прямой — точка пересечения
двух данных.

11. Введём систему координат, оси которой направлены по катетам
треугольника, а начало лежит в вершине прямого угла. Пусть дли-
на стороны треугольника равна 2. Тогда вектор медианы имеет ко-

ординаты
(

1
−2

)
. Для координат (x; y) точки пересечения перпен-

дикуляра с гипотенузой (согласно задаче 3 предыдущего раздела)
можно записать (x; y) = λ·(0; 2)+(1−λ)·(2; 0), где λ— искомое отно-

шение. Из ортогональности вектору
(

1
−2

)
следует, что x− 2y = 0.

Теперь несложно найти y = 2λ, а поэтому λ =
1

3
.

Другое решение дано в задаче 4 раздела 2.1 о движениях.
12. Пусть прямая x+y = 3 содержит медиану CC1, а 2x+3y = 1 содер-

жит медиану BB1. Укажем способ построения направляющего век-
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тора ~a =

(
ax
ay

)
для стороны AC: при некотором параметре t0 точка(

1
1

)
+~at0 попадает в точку B1, и поэтому 2(1+axt0)+3(1+ayt0) = 1.

При вдвое большем параметре точка
(

1
1

)
+ 2~at0 оказывается уже

на прямой BB1, поэтому (1 + 2axt0) + (1 + 2ayt0) = 3. Исключив
из получившейся системы t0, можно найти отношение ax : ay и,
тем самым, получить направляющий вектор прямой AC. Процесс
построения уравнения прямой AB аналогичен.

13. Запишите уравнение нормали к прямой `, проходящей через точку

P , в виде ~r(t) =

(
a
b

)
t +

(
x0

yy

)
и найдите координаты точки пере-

сечения, подставив x = at + x0 и y = bt + y0 в уравнение прямой
`. Затем вычислите расстояние между (x0, y0) и основанием прове-
дённого перпендикуляра.

14. Достаточно проверить, что расстояния от этих точек до y = kx рав-
ны, а угловой коэффициент прямой, проходящей через них, равен
(−1)

k
. Отдельно следует разобрать случай, когда k = 0.

15. Воспользуйтесь формулой расстояния от точки до прямой и про-
верьте, что все три расстояния от точки (2, 3) до указанных прямых
равны.

16. Уравнение прямой записывается в виде 3(x+5/3)+α(y+2) = 0, она
проходит через точку (−5/3,−2). Альтернативный способ: возьми-
те два различных значения α, найдите точку пересечения таких
прямых и проверьте, что она удовлетворяет уравнению с произ-
вольным α.

17. Запишите уравнение прямой в отрезках
x

a
+
y

b
= 1 и используйте

данное в условии соотношение
1

a
− 1

b
= k, чтобы прийти к уравне-

нию x + bkx + y = b. Взяв два различных b и найдя точку пересе-
чения (1/k, 1/k) таких прямых, проверьте, что она удовлетворяет
исходному уравнению при данных условиях.

18. Уравнение касательной к параболе y = x2 в точке x0 есть y =
= 2x0(x− x0) + x2

0. Направляющий вектор этой прямой (имеющий
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при x0 > 0 положительные координаты) есть ~a =

(
1

2x0

)
. Оста-

ётся сравнить угол ~a с вектором
(

0
1

)
с углом (−~a) с вектором(

−x0

1/4− x2
0

)
(из точки (x0, x

2
0) в точку (0, 1/4)).

19. Пусть A имеет координаты (x, y). Тогда C1 =
(x

2
,
y

2

)
. Записав урав-

нения прямых CC1 и BB1, найдите координаты точки X их пере-

сечения:
(
x+ r

r + 2
,

y

r + 2

)
, где r =

√
x2 + y2. Поскольку прямая AX

перпендикулярна оси OX, абсциссы точек A и X равны, откуда
x =

x+ r

r + 2
, значит, r =

√
x2 + y2 =

x

1− x
.

Ответ: f(x) =
x
√

2x− x2

1− x
.

20. Если прямые не пересекаются (параллельны), то возьмите точку
P между этими прямыми на равном расстоянии от них. Тогда λ =
= −1 — единственное значение λ, при котором равенство возможно.
Далее, выберите систему координат так, чтобы `1 проходила через
начало координат, а `2 — нет. Задайте `1 уравнением ~r1(t) = t · ~v1,
а `2 уравнением ~r2(s) = s · ~v2 + ~u, где ~u не параллелен ~v1 и ~v2.
Если прямые и пересекаются, то не в начале координат. Векторы,
входящие в искомое соотношение, в указанных обозначениях:

−−→
PA2 = s · ~v2 + ~u− ~p, λ

−−→
PA1 = λ (t~v1 − ~p) .

Отсюда (−λt)~v1 +s~v2 = (1−λ)~p+~u. Требуется выяснить, при каком
условии это уравнение разрешимо при всяких λ 6= 0 и ~p. Это так то-
гда и только тогда, когда ~v1 и ~v2 неколлинеарны, что и значит, что
прямые пересекаются (параллельные им векторы неколлинеарны).

21. В соответствующей системе координат можно задать координаты
точек A(0,

√
3), B(1,

√
3), C(3/2,

√
3/2), D(1, 0). Пусть прямая MN

пересекает ED в точке (t, 0). Тогда общий вид координаты точки на
этой прямой есть (α+(1−α)x, α

√
3), где α — переменный параметр.

Покажите, что для такой точки, лежащей на прямой AC, из AM =

= rAC следует, что r =
2

4− t
, а для точки на CE из аналогичного
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условия r =
2− t
2 + t

. Приравнивая эти значения r, а также учитывая,

что t < 1, находим t = 4−
√

12 и r =
1√
3
.

22. Введите систему координат с началом в точке A и осью OX, па-
раллельной EF . Введите параметры — координаты точек E, F , D
(их ординаты ненулевые и равные между собой). Через эти пара-
метры выразите угловые коэффициенты прямых EA, FA, DA, а
из условий перпендикулярности EB ⊥ EA, FC ⊥ FA и DB ⊥ DA
запишите уравнения прямых EB, BC, CF . Отсюда можно най-
ти координаты точек B и C, откуда и координаты точек N и M .
Остаётся записать уравнения соответствующих прямых и вычис-
лить произведение их угловых коэффициентов.

23. Введите систему координат с началом в точке N и осью OX, содер-
жащей прямую AO. Тогда, если AB задана уравнением y = kx+b, а
BC задана уравнением y = mx, то AC имеет уравнение y = −ax+b,
PO имеет уравнение y = −x/a + b. Далее последовательно можно
найти координаты точек B, C, M , A, P , Q, O и вычислить угловой
коэффициент прямой OQ.

К разделу 3.6, стр. 129

1. Достаточно доказать это для окружности x2 + y2 = 1 и квадрата с
вершинами в точках с координатами (1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1).

2. i. Координаты центра окружности можно найти как коор-
динаты точки пересечения серединного перпендикуляра к отрезку
между заданными точками с заданной прямой. После этого радиус
вычисляется как расстояние от центра до одной из точек. Центр
находится в точке (5/7, 18/7).
ii. Записав уравнение серединного перпендикуляра к отрезку
между заданными точками в форме ~r(t) = ~r0 + ~at, найдите t из
условия равноудалённости точки ~r(t) от одной из двух точек и от
заданной прямой. Центр такой окружности лежит в точке (5, 4).

3. В задаче 3.5.2, разобранной во введении к разделу, получено урав-
нение касательной. Положим в нём x0 = y0 = 0 и используем равен-
ство x2

1 +y2
1 = 1. Тогда уравнения касательных можно переписать в

виде x1x+ y1y = 1 и x2x+ y2y = 1. Решая эту систему, находим ко-
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ординаты (x, y) точки пересечения касательных: x =
y1 − y2

y1x2 − y2x1
,

y =
x2 − x1

y1x2 − y2x1
.

4. i. Эти четыре точки можно разбить на две пары так, что два
серединных перпендикуляра к отрезкам между этими точками пе-
ресекаются. Точку их пересечения возьмите в качестве центра, а
радиус выберите равным полусумме расстояний до первой пары то-
чек и до второй пары (под парами точек подразумеваются концы
отрезков, к которым выбраны серединные перпендикуляры). Отме-
тим, что решение этой задачи в общем случае не единственно. ii.
Возьмём три точки, не лежащие на одной прямой, и проведём че-

рез них окружность. Любые концентрические с данной окружности
также равноудалены от этих трёх точек. Перемещение окружности
вдоль перпендикуляра к плоскости выбранных трёх точек также
сохраняет равноудалённость от них.
Теперь остаётся выбрать положение окружности так, чтобы рассто-
яние до четвертой точки было таким же. Для этого можно исполь-
зовать идею непрерывности, изменяя радиус окружности и двигая
таким образом к четвертой точке исходную окружность. Отметим,
что соображения непрерывности можно использовать и при реше-
нии предыдущего пункта задачи.

5. Замена x = a2, y = b2 приводит исходное соотношение к виду(
|a| − 1

2

)2

+

(
|b| − 1

2

)2

=
1

2
.

6. Для точек A(0, 0), B(1, 0) и M(x, y) условие можно переписать в
виде

x2 + y2 + (x− 1)2 + y2 = k ⇔ (x− 1/2)2 + y2 = (2k − 1)/4,

откуда при 2k < 1 ни одна точка не удовлетворяет условию, при
2k = 1 множество состоит лишь из точки (1/2, 0), а при 2k > 1
искомое множество точек — окружность.

7. Можно взять положение точки A за начало координат, точку B
на оси OX с координатами (2, 0), а точку C с координатами (3, 0).
Затем взять произвольную точку M(x, y), принадлежащую мно-
жеству, и записать рассматриваемое выражение через координаты,
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после чего раскрыть скобки и выделить полные квадраты.
8. См. решение задачи 3 раздела о степени точки.
9. Ясно, что при любом α 6= −1 это уравнение задаёт некоторую

окружность, причем очевидно, что координаты обеих точек пере-
сечения первых двух окружностей удовлетворяют и этому уравне-
нию. При α = −1 мы получаем прямую, перпендикулярную линии
центров и проходящую через точки пересечения окружностей — их
радикальную ось. Этот случай можно рассматривать как предель-
ный: считать прямую окружностью бесконечного радиуса.

10. Подставьте y = kx в уравнения окружностей (x + r)2 + y2 = r2

и (x − R)2 + y2 = R2 и покажите, что координаты середины BC

есть (x0, y0) =

(
R− r
1 + k2

,
k(R− r)
1 + k2

)
. Они удовлетворяют уравнению

y2
0 + x2

0 − 2x0 ·
R− r

2
+

(R− r)2

4
=

(R− r)2

4
. Искомый радиус равен

|R− r|
2

.

11. Обозначьте координаты B и C соответственно через (−a, b) и (a, b),
а координаты точки A за (α, β), α2 + β2 = R2. Затем вычислите
координаты точки M и введите координаты (x, y) точки K пересе-
чения BN и CM . С помощью подобия, геометрии масс (см. раздел
5.1) или любым другим способом покажите, что CK : KM = 4 : 3,
откуда

(x, y) =
3

7
· (a, b) +

4

7

(
1

4
(α, β) +

3

4
(−a, b)

)
=

3

7
(0, 2b) +

1

7
(α, β).

Итак, x2 =
α2

49
,
(
y − 6

7
b

)2

=
β2

49
, поэтому x2 +

(
y − 6

7
b

)2

=
R2

49
.

12. Пусть центры окружностей — точки O1 и O2, а P — одна из их то-
чек пересечения. Тогда ортогональность окружностей равносильна
тому, что O1O

2
2 = O1P

2 +OP 2
1 . Покажите, что O1O

2
2 = (A2−A1)2 +

+ (B2 −B1)2, O1P
2 = A2

1 +B2
1 − C1, O2P

2 = A2
2 +B2

2 − C2.
13. Направьте ось x вдоль DA, а ось y вдоль DC. Уравнение окружно-

сти имеет вид
(
x− 3

5
R

)2

+(y−2R)2 = R2, а касательные задаются
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уравнениями y = k1x и y = k2x, где k1 и k2 можно найти из равен-

ства нулю дискриминанта в уравнении x2 − 6

5
xR +

9

25
R2 + k2x2 −

− 4kxR + 4R2 = R2. Остается найти угол между двумя прямыми

по формуле | tgα| =
∣∣∣∣ k1 − k2

1 + k1k2

∣∣∣∣.
14. Рассмотрите окружность x2 + y2 = 1 и точку с координатами (a, 0)

(при условии 0 < a < 1). Прямая y = k(x−a) пересекается с окруж-

ностью в точках (x1, y1) и (x2, y2), где x1,2 =
ak2 ±

√
1 + k2(1− a2)

1 + k2
,

y1,2 = −ak+
ak3 ± k

√
1 + k2(1− a2)

1 + k2
. Примените формулу для коор-

динаты точки пересечения касательных к единичной окружности
(задача 3) и проверьте, что ордината точки пересечения касатель-

ных к окружности в точках (x1, y1) и (x2, y2) равна
1

a
.

15. Для точек A(0, 0), B(1, 0) и P (x, y) условие можно переписать
в виде x2+y2 = k2

(
(x− 1)2 + y2

)
. Это уравнение при заданных

в условии ограничениях на k задаёт окружность с центром на
прямой AB.

i.

Удобно выбрать точки A и B с координатами (−1, 0) и (1, 0)
соответственно. Тогда уравнение искомой кривой запишется
в виде

(
(x+ 1)2 + y2

) (
(x− 1)2 + y2

)
= k2. Можно убедиться,

что при k > 2 множество точек представляет собой выпуклую
и замкнутую линию, при 1 < k < 2 это замкнутая невыпуклая
линия с двумя «впадинами», которые при k = 1 соединяются
в начале координат. При 0 < k < 1 уравнение задаёт две не
соединённые между собой фигуры.

ii.
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16. Поместите начало координат в точку Z, а ось OX задайте вдоль
прямой AD. Пусть точка P имеет координаты (0, c), а центры опи-
санных окружностей треугольников AMC и BND имеют коорди-
наты (a, 0) и (b, 0), причём их радиусы равны R и r соответствен-
но. Тогда точки A и C имеют соответственно абсциссы a − R и
a+R. Поскольку AM ⊥ CP , а угловой коэффициент CP известен,
уравнение прямой AM есть (a + R)x − cy = a2 − R2. Пересече-
ние AM с XY имеет ординату (R2 − a2)/c. Аналогично вычисля-
ется ордината точки пересечения прямых DN и XY , она равна
(r2 − b2)/c. Для сравнения этих ординат достаточно заметить, что
ZX2 = R2 − a2 = r2 − b2.
См. также задачу 27 в разделе 1.11 о степени точки.

К разделу 3.7, стр. 138

1. Параллельный перенос треугольника таким образом, чтобы первая
вершина перешла в начало координат, сводит задачу к разобран-
ной, в которой две другие точки имеют координаты (x1−x0, y1−y0)
и (x2 − x0, y2 − y0).

2. Точка с радиусом-вектором ~r(t) лежит на прямой тогда и только
тогда, когда (~r(t) − ~p) ‖ ~a, т. е. (~r(t) − ~p) × ~a = ~0. В пространстве
уравнение то же самое.

3. Запишите координаты указанного вектора в форме
(
x1x2 + y1y2

x1y2 − x2y1

)
и вычислите косинус угла этого вектора с вектором ~e1 =

(
1
0

)
. Срав-

ните с косинусом угла между векторами
(
x1

y1

)
и
(
x2

y2

)
.

4. Выберем по направляющему вектору на этих прямых, обозначим

их ~a =

(
x1

y1

)
и ~b =

(
x2

y2

)
. Пусть прямые имеют угловые коэф-

фициенты k1 и k2 соответственно, причём k2 = 6k1, y1 = k1x1 и
y2 = k2x2. Поскольку угол между векторами ~a и ~b равен 45◦, мо-
дули векторного и скалярного произведений этих векторов равны,
т. е. |~a ·~b| = |~a×~b|, откуда для координат этих векторов выполнено
соотношение x1x2+y1y2 = x1y2−x2y1. После деления на x1x2 и под-
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становки соотношений выше, приходим к уравнению k2
1−5k1+1 = 0,

откуда (k1, k2) = (1/3, 2) или (1/2, 3).
5. Это произведение равно ~u× ~v. Докажите, что ~u = (((~u× ~v)× ~v)×
× ~v)× ~v.

6. Запишите уравнения обеих прямых в форме, рассмотренной в за-
даче 2: ~r(t)×~a1 = ~p1×~a1 и ~r(t)×~a2 = ~p2×~a2. Несложно проверить,
что указанная точка лежит на обеих прямых. Проверим, например,
принадлежность первой из них:

c1~a2 − c2~a1

π3(~a1 × ~a2)
× ~a1 =

c1~a2

π3(~a1 × ~a2)
× ~a1 = −c1

~a2 × ~a1

π3(~a2 × ~a1)
.

Для сравнения получившегося выражения с правой частью уравне-
ния прямой ~p1×~a1 достаточно записать выражение для c1 и перейти
к аппликатам возникших векторов.

7. Формулу можно доказать методом математической индукции, за-
метив, что база индукции уже разобрана в случае треугольника,
а индукционный переход может быть проведён на основе равен-
ства SA1A2...AnAn+1 = SA1A2...An + SAnAn+1A1 (площади ориентиро-
ванные). При этих рассуждениях модуль от результата удобно вы-
числять только в самом конце.

8. Докажите, что WZ =
|
−−→
AB ·

−−→
CE|

AB
, а WX =

|
−−→
AB ×

−−→
AD|

AB
.

9. Пусть ~a, ~b, ~c, ~d, ~e и ~f — радиусы-векторы вершин шестиугольника.
По условию:

(~a−~b)× (~d− ~e) = (~c−~b)× (~e− ~f) = (~c− ~d)× (~f − ~a) = ~0,

а требуется показать, что
1

2

∣∣(~c−~a)× (~e−~a)
∣∣ =

1

2

∣∣(~d−~b)× (~f −~b)
∣∣.

Достаточно раскрыть скобки в тройном равенстве выше и сложить
все три получившихся равных нулю выражения.

10. Пусть середина отрезка между точками A(6, 0) и B(0, 4) — точка C
(её координаты (3, 2)), а D(13, 4) симметрична E(x, y) относитель-

но серединного перпендикуляра к AB с координатами

2
3
0

. Тогда
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−−→
CD ×

2
3
0

 =

2
3
0

 × −−→CE и |
−−→
CD|2 = |

−−→
CE|2. Решив эту систему

уравнений, находим x = 1, y = 12.
11. Задача аналогична разобранной в этом разделе. Проделав анало-

гичные выкладки, можно получить, что площадь треугольника из

отрезков AA1, BB1 и CC1 равна
k2 + k + 1

k2 + 2k + 1
. Она максимальна при

k = 0 и минимальна при k = 1.

12. Обозначьте
−−→
AD = ~d,

−−→
AB = ~b,

−−→
BE = α~d,

−−→
BC = α~b. Полусумма удво-

енных площадей из условия равна
1 + α2

4
|~b× ~d|. Выразите площадь

SDEM через векторы
−−→
MD,

−−→
ME и операцию векторного произведе-

ния.
13. Пусть треугольник вписан в окружность единичного радиуса с цен-

тром в начале координат, ~a =
−→
OA, ~b =

−−→
OB, ~c =

−−→
OC. Тогда

−−→
OH =

= ~a+~b+~c. Удвоенные площади SOHC , SOHB и SOHA численно равны
модулям векторов

(
~a+~b+ ~c

)
× ~a,

(
~a+~b+ ~c

)
×~b,

(
~a+~b+ ~c

)
× ~c,

направленных перпендикулярно плоскости рисунка, а сумма этих
векторов равна нулю.

14. Требуется проверить, что
−−→
PC ×

−−→
PN =

−−→
PQ ×

−−→
PB. Пусть

−→
PA = ~a,−−→

PD = ~d. Обозначим через R(~h) результат поворота вектора ~h на
90◦ против часовой стрелки. Тогда, если квадрат ABCD нарисован
так, что его вершины от A до D обходятся по часовой стрелке,−−→
PQ = R(~d) и

−−→
PN = −R(~a). Вычисляем

−−→
PB = ~a+R(~d−~a) и

−−→
PC =

= ~d+R(~d−~a). Остаётся умножить векторно
−−→
PC ×

−−→
PN и

−−→
PQ×

−−→
PB

и удостовериться в равенстве полученных векторов.

15. Зададим начало координат в точке A и векторы
−−→
AC1 = ~b,

−−→
AB1 = ~c,−−−→

C1N1 = ~n,
−−−→
B1M1 = ~m,

−−−→
A1P1 = ~p. Тогда радиусы-векторы точек P1,

P2,M1,M2, N1, N2 равны соответственно ~p1 = ~b+~c+~p, ~p2 = ~b+~c−~p,
~m1 = ~c+ ~m, ~m2 = ~c− ~m, ~n1 = ~b+~n, ~n2 = ~b−~n. Остаётся проверить
равенство модулей (~p1 − ~m1)× (~n1 − ~m1) и (~p2 − ~m2)× (~n2 − ~m2) с
учётом коллинеарности (которая влечёт равенства: ~c× ~m = ~b×~n =
= (~b− ~c)× ~p = ~0).

16. Можно повторить все выкладки предыдущей задачи, а можно и
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воспользоваться её результатом: площадь треугольникаA1B1C1 рав-
на нулю, тогда и площадь треугольника A2B2C2 также равна нулю.

17. Обозначим радиусы-векторы точек A, B, C, D, P , Q и K через ~a,
~b, ~c, ~d, ~p, ~q, ~k. Тогда SABCD =

1

2

∣∣(~a−~k)× (~d−~k)− (~b−~k)× (~c−~k)
∣∣, а

2SPQK =

∣∣∣∣∣
(

(~a− ~k) + (~c− ~k)

2

)
×

(
(~b− ~k) + (~d− ~k)

2

)∣∣∣∣∣ =
1

4

∣∣(~a−~k)×

× (~d− ~k)− (~c− ~k)× (~b− ~k)
∣∣.

18. Первый пункт следует из одинаковой ориентированности соответ-
ствующих треугольников, построенных на векторах-сомножителях,
а второй пункт — из противоположной ориентированности тре-
угольника до перемены пары аргументов местами и после неё. Тре-
тий пункт также сразу следует из связи ориентации треугольника
и направления векторного произведения.

19. Указанное условие означает, что все углы между соседними сторо-
нами многоугольника одновременно не превосходят 180◦.

20. ~r =
1

π3(~a×~b)
(
π3(~r ×~b) · ~a− π3(~r × ~a) ·~b

)
.

21. Три координаты вектора~i(a2b3−a3b2)+~j(a3b1−a1b3)+~k(a1b2−a2b1)
по модулям равны площадям соответствующих параллелограммов
на координатных плоскостях, а рассматриваемый параллелограмм
на векторах ~a и ~b после ортогонального проектирования на эти
координатные плоскости как раз переходит в указанные паралле-
лограммы. Тем самым задача сводится к следующей: показать, что
если плоская фигура в пространстве имеет площадь S, а проекции
этой фигуры на координатные плоскости имеют площади S1, S2 и
S3, то S2 = S2

1 + S2
2 + S2

3 . Это получится, если использовать сле-
дующее соображение. Пусть угол между двумя плоскостями равен
α. Тогда, если на первой плоскости задана фигура площади S, то
площадь её ортогональной проекции на вторую плоскость равна
S cos2 α.

К разделу 4.1, стр. 143

1. Пусть a, b и c — целые длины сторон треугольника и a > b > c.
Поскольку c > a − b и a и b — различные натуральные числа,
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справедливо неравенство c > 2. Тогда b > 3 и a > 4. Следовательно,
a+b+c > 9. Равенство достигается для треугольника со сторонами
2, 3 и 4.

2. Если AB = AC, то утверждение очевидно. Если AB > AC, то
на луче AC отложите отрезок AB1, равный AB, а на луче AB —
отрезок AC1, равный AC. Тогда AB + AC = BB1 + CC1 < BC +
+B1C1 = 2BC.

3. Пусть длины сторон многоугольника упорядочены по невозраста-
нию: a1 > a2 > . . . > an. Если условие задачи не выполнено, то
a2 <

a1

2
, a3 <

a2

2
<
a1

4
, . . . , an <

an−1

2
< . . . <

a1

2n−1
. Отсюда следу-

ет, что a2 + a3 + . . .+ an <
a1

2
+
a1

4
+ . . .+

a1

2n−1
< a1, противоречие

с теоремой 4.1.1.

4. ПустьM — точка пересечения диагоналей AC и BD четырёхуголь-
ника ABCD. Тогда AC < AB + BC, AC < DA + DC, BD <
< AB + AD, BD < CB + CD. Сложив эти неравенства, получим
AC + BD < AB + BC + CD + DA. А из неравенств треугольни-
ка MC + MD > CD, MA + MD > AD и ещё двух аналогичных
сложением получим 2(AC +BD) > AB +BC + CD +DA.

5. Пусть K — середина ED. Заметим, что ∠MDB = ∠C = ∠B и
DM = MB = ME + EB, а MK — средняя линия ∆ADE, откуда
AD = 2MK. По неравенству треугольника AD + DE = 2(DK +
+KM) > 2MD = 2ME + 2EB = AE + EB + EB = AB + EB.

6. Согласно неравенству треугольника каждая сторона меньше сум-
мы остальных, а поэтому сумма остальных больше полупериметра.
Значит, заменив каждый знаменатель на полупериметр, мы увели-
чим сумму. Но после такой замены новая сумма равна 2.

7. Таковы лишь прямоугольник и правильный пятиугольник: если
A1A2 . . . An при n > 6 подходит, то в четырёхугольнике A1A2A4A5

сумма диагоналей A1A4 и A2A5 больше A2A4+A1A5 согласно нера-
венству треугольника, но по предположению эти суммы равны.

8. Обозначим искомое место встречи точкой A, а дома занумеруем
цифрами 1, 2, 3 в соответствии со скоростями их обитателей. Пусть
a и b — расстояния от дома 1 до домов 2 и 3 соответственно, а
расстояния от A до домов 1, 2 и 3 — соответственно x, y и z. Тогда



334

a

2
6
x

2
+
y

2
и
b

3
6
x

3
+
z

3
, откуда

a

2
+
b

3
6
x

2
+
y

2
+
x

3
+
z

3
6 x+

y

2
+
z

3
,

где равенство достигается при x = 0. Но в левой части стоит сумма
времён, которые гномы тратят на то, чтобы добраться до первого
дома, а в правой части стоит сумма времён, которая требуется,
чтобы они дошли до точки A. Итак, минимум достигается, когда A
совпадает с первым домом.

9. Отрезки AK и BK симметричны относительно серединного пер-
пендикуляра. Если BC 6= AC, то в ∆BKC сумма двух сторон равна
третьей стороне, что противоречит неравенству треугольника.

10. Пусть D′ — точка, симметричная D относительно серединного пер-
пендикуляра к AC. Тогда AD′ = CD = BC, ABCD′ — равнобед-
ренная трапеция или прямоугольник. Поэтому BD′ = AC, BE +
+ ED = BE + ED′ > BD′ = AC.

11. Трижды отразим прямоугольникABCD со вписанным в него четы-
рёхугольником KLMN , как показано на рисунке. Периметр четы-
рёхугольника равен длине ломаной KLM ′N ′′K ′′′, которая больше
KK ′′′ = AA′′.
Такой подход будет неоднократно использован в разделе 4.2.

12. На продолжении AB за точку A отложите отрезок AF = AB. Тре-
угольники ADF и CEB равны, откуда DF = BE. Остаётся при-
менить неравенство треугольника к ∆BDF .
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13. Рассмотрим квадрат ABCD и точку O. Пусть OA = 1. Если OC =
= 5, то из AC 6 OA+OC получаем AC 6 6, а из AB > OB −OA
при OB = 7 или OB = 8 получаем AB > 6, что ведёт к противо-
речию (диагональ квадрата получилась не больше стороны). Если
OB = 5, то AB 6 OA + OB = 6, AD > OD − OA > 6, но из
AB = AD получаем, что OA + OB = OD − OA = 6, т. е. точ-
ка O одновременно лежит прямых на AB и AD, что невозможно,
поскольку OA = 1. Случай OD = 5 получается из разобранного
OB = 5 переобозначением точек B и D.

14. Пусть числа a > b > c > d > 0 — длины сторон данного че-
тырёхугольника. Проверьте, что можно построить треугольник со
сторонами a − d, b, c (все три неравенства треугольника выпол-
нены). Остаётся в таком треугольнике продлить сторону a − d на
отрезок d в любую сторону (например, за конец стороны c), а затем
на отрезках c и d построить параллелограмм.

15. Постройте отрезок CB1 так, что ABB1C — параллелограмм. Тогда
AC = BB1, а из треугольника BB1D имеем BB1 +BD > B1D, от-
куда AC +BD > B1D. Покажите, что ∆CDB1 — равносторонний.

16. ПустьM иN — концы произвольно выбранного диаметра окружно-
сти. Тогда MAk +NAk >MN = 2. Сложив все такие неравенства,
получим (MA1+MA2+. . .+MAn)+(NA1+NA2+. . .+NAn) > 2n.
Поэтому подходит либо точка M , либо точка N .

17. Если самопересечения в ломаной есть, то рассмотрите два пересе-
кающихся ребра такой ломаной и предложите способ заменить эти
два ребра на другие два с концами на тех же четырёх точках ло-
маной, но уже не пересекающиеся друг с другом, таким образом,
чтобы длина ломаной в результате уменьшилась.

18. Пусть деревья высотой a1 > a2 > . . . > an
растут в точках A1, A2, . . . , An. Тогда по
условию A1A2 6 a1 − a2, . . . , An−1An 6
an−1 − an. Следовательно, длина ломаной
A1A2 . . . An не превосходит (a1−a2)+(a2−
− a3) + . . .+ (an−1 − an)a1 − an < 100 м.
Эту ломаную можно огородить забором, длина которого не превос-
ходит 200 м (см. рисунок).
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19. В состав ломаной могут входить не более 6 отрезков длины 1, не
более трёх «маленьких диагоналей» длины

√
3 и не более одной

«большой диагонали» длины 2. Но если в ломаную входят три
«маленьких» диагонали, то «большая» диагональ уже не может
входить в её состав, откуда можно получить оценку сверху. Она
достигается: в шестиугольнике ABCDEF нужная ломаная есть
AB +BC + CD +DE + EF + FA+AC + CF + FD.

20. Пусть F ′1 — точка, симметричная точке F1 относительно касатель-
ной l к эллипсу в точке A. Тогда доказываемое утверждение рав-
носильно тому, что точка A лежит на отрезке F ′1F2. Предположим,
что это не так и отрезок F ′1F2 пересекает эллипс в некой точке
B 6= A. Точки B и F1 лежат по одну сторону от прямой l, откуда
следует F1B < F ′1B. Но тогда

F1B + F2B < F ′1B + F2B = F ′1F2 < F ′1A+ F2A = F1A+ F2A,

чего не может быть по определению эллипса (F1B + F2B = F1A+
+ F2A), противоречие.

К разделу 4.2, стр. 147

1. По две стороны от реки расположены две полуплоскости. Сделаем
параллельный перенос одной из этих полуплоскостей по направле-
нию перпендикуляра к берегам реки так, чтобы берега совмести-
лись. Затем соединим A и B (после параллельного переноса) от-
резком. Этот отрезок пересечёт реку (которая после параллельно-
го переноса «сжалась» в прямую) в некоторой точке. В этой точке
и нужно ставить концы моста после того, как все объекты будут
возвращены на свои места.

2. Отразим точку P относительно BC, а за-
тем результат относительно AB, получив
точку P ′′. Проведём из P ′′ перпендикуляр
к AC и отразим его часть, не попавшую
во внутреннюю часть треугольника, отно-
сительно прямой, которую он пересекает
в точке R. Пусть P ′ — образ точки P ′′

при последней симметрии. Затем отразим
часть отрезка RP ′, не попавшую внутрь
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треугольника, относительно прямой, которую он пересекает в точке
Q. Траектория PQRS имеет минимальную длину: для произволь-
ной другой траектории то же последовательное применение сим-
метрий относительно сторон треугольника приводит к пути от P ′′

до AC, отличному от перпендикуляра P ′′S, поэтому его длина не
минимальна.

3. Достаточно заметить, что для точки на стороне AB сумма рассто-
яний до вершин есть сумма расстояний до точек C и D и фикси-
рованной длины стороны квадрата. Задача сводится к тому, чтобы
минимизировать длину пути от C кD, касающегося AB (см. задачу
4.2.1, разобранную во введении к этому разделу).

4. Выберем на стороне AD произвольную точку X, а затем совершим
последовательно три осевых симметрии: прямоугольника относи-
тельно CD, результата относительно BC, а затем результата второ-
го отражения относительно стороны одного из полученных прямо-
угольников, параллельной AB и наиболее удалённой от исходного
прямоугольника ABCD. Такое тройное отражение «выпрямляет»
рассматриваемый четырёхугольник. Остаётся соединить точку X
со своим образом X ′′′, а затем сделать обратные симметрии.

5. Отразите M относительно сторон угла (в точки M ′ и M ′′), а затем
соедините M ′ и M ′′. Их пересечения со сторонами угла и дадут
искомые точки A и B.

6. Через точки A и B проведите окружность, касающуюся другой сто-
роны угла в некоторой точке C. Эта точка искомая, поскольку для
любой другой точки C ′ угол AC ′B будет «опираться» на отрезок
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AB, а его вершина будет вне окружности, и потому он меньше, чем
вписанный угол ACB построенной окружности.

7. Следует взять прямую AB (A и B — точки пересечения со сто-
ронами угла) так, чтобы M была серединой отрезка AB (читате-
лю оставляется вопрос, почему такая прямая найдётся). Покажите,
что для всякой другой прямой A′B′ поворот вокруг M по направ-
лению к положению прямой AB уменьшает площадь отсекаемого
треугольника.

8. Для четырёхугольника ABCD с точкой пересечения диагоналей O
и произвольной точки P из неравенства треугольника следует, что
PA + PC > OA + OC и PB + PD > OB + OD. При этом оба
равенства в неравенствах достигаются одновременно только тогда,
когда P = O.

9. Пусть точка O находится внутри треугольника ABC. Для одного из
неравенств сложите три неравенства треугольника: OA+OB > AB,
OB +OC > BC и OA+OC > AC. Для второго неравенства дока-
жите, что AB+AC > OB+OC. Для этого, к примеру, продолжите
AO до пересечения с BC в точке A1 и запишите неравенства тре-
угольника для ∆ABA1 и ∆COA1, а затем сложите их.

10. Возьмите одну из этих точек (любую) и отразите относительно обе-
их сторон угла. Соедините отрезками полученные точки со второй
точкой внутри угла — пересечения этих отрезков со сторонами угла
дадут искомые точки A и B.

11. Проведите через ` полуплоскости, проходящие через A и B (` —
их общая граница) и получите двугранный угол. Поворот одной из
полуплоскостей относительно `, переводящий её во вторую полу-
плоскость, сохраняет длину части траектории из A в B от точки A
до первого касания с ` (если траектория имела хотя бы одну точку
на `) и сводит задачу к плоской (в которой A и B лежат в одной
плоскости с `).

12. Отразите одну из точек относительно прямой ` и проведите че-
рез вторую точку и через образ первой точки прямую. Её точка
пересечения с ` даёт решение, если существует. Разберите случаи,
когда такой точки пересечения нет или когда таких прямых можно
провести бесконечно много.
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13. Пусть P , Q, J , K — точки, образующие четырёхугольник (точки
P и Q даны в условии, а J и K определяются дальнейшим по-
строением). Последовательно построим три симметричных квад-
рата: сначала отразим квадрат относительно AD (образ — квад-
рат AB′C ′D), затем AB′C ′D отразим относительно C ′D (получим
квадрат A′′B′′C ′D), и, наконец, этот образ A′′B′′C ′D отразим от-
носительно C ′B′′ и получим квадрат A′′′B′′C ′D′′′.
При таком отображении рассматриваемый четырёхугольник PQJK
«разворачивается» в ломаную, длина которой равна его периметру.
Минимальный периметр четырёхугольника достигается, если вер-
шины ломаной за исключением отрезка PQ лежат на одной прямой
(эта ломаная P ′′′Q ∪QP ). По теореме Пифагора находим её длину√

181 +
√

13.

14. Пусть точка (0, 6, 1) находится на грани ABB1A1, точка (30, 6, 11) —
на грани DCC1D1, а в плоскости z = 0 лежит грань ABCD. Рас-
смотрите развёртку параллелепипеда и соедините на ней эти точки
отрезком прямой так, чтобы он последовательно проходил через
грани ABB1A1, ABCD, BCC1B1, A1B1C1D1, CDD1C1. Покажи-
те, что длина полученного пути с помощью теоремы Пифагора на
плоскости развёртки может быть вычислена как√

(6 + 12 + 6)2 + (1 + 30 + 1)2 = 40.
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15. Далее используются обозначения из решения задачи 18 раздела 2.2
о движениях. Возьмём произвольную точкуM внутри треугольни-
ка и обозначим M ′ её образ при повороте R60◦

B . Преобразуем ми-
нимизируемую сумму: AM + MB + MC = AM + MM ′ + M ′A1.
Последняя сумма минимальна тогда и только тогда, когда M и M1

лежат на AA1. Из тех же соображений точка M должна лежать и
на других двух отрезках. Заметим, что наименьшее значение сум-
мы длин отрезков AM , BM , CM как раз равно длине AA1 (либо
одной из длин BB1 и CC1).

16. i. Из подобия треугольников ABC и A1B1C получаем равенство
углов ∠CAB = ∠B1A1C = ∠C1A1B, откуда и следует, что AA1 —
биссектриса ∠C1A1B1.

ii. Пусть точка A1 лежит на стороне BC, точки A2 и A3 сим-
метричны A1 относительно AB и AC. Тогда ∠A2AA3 = 2∠BAC,
а A2A3 равна периметру треугольника, одной из вершин которого
является A1, а две другие — пересечения A2A3 с AB и AC. Такой
треугольник имеет наименьший периметр из всех треугольников с
вершиной A1, вписанных в треугольник ABC. Минимизация пе-
риметра такого треугольника происходит при минимизации длины
A2A3. Но стороны AA2 и AA3 равны AA1, а угол A2AA3 посто-
янный, поэтому необходимо минимизировать длину AA1. Поэтому
AA1 должна быть высотой.

17. Пусть вершины треугольникаABC обходятся против часовой стрел-
ки. Выберем ту вершину, расстояние от которой до точки P наи-
большее. Пусть, к примеру, это вершина C. Тогда повернём P во-
круг точкиA на 60◦ против часовой стрелки (обозначим образ через
P ′). Треугольник PP ′C — искомый, а его вырожденность (принад-
лежность P ′ прямой CP ) эквивалентна тому, что четырёхугольник
APBC — вписанный.

18. Докажите, используя свойства возникающих вписанных четырёх-
угольников, что углы между PS и PQ со стороной AB равны. Это
означает, что последовательностью трёх симметрий всей конструк-
ции (сначала относительно прямой AB, затем относительно образа
BC, а затем, наконец, относительно образа образа CD) четырёх-
угольник PQRS можно «развернуть» в отрезок прямой.
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19. Проведите какой-нибудь отрезок BC с концами на сторонах угла.
Затем через точку X проведите прямую XC ′ ‖ AB (C ′ лежит на
луче AC), а затем через C ′ проведите X ′C ′ ‖ BC (X ′ лежит на от-

резке AX). С помощью подобия докажите, что
1

XB
+

1

XC
=

1

X ′C ′
.

Значит, достаточно минимизировать X ′C ′. Отметим, что C ′ не за-
висит от того, как была проведена BC. Поэтому следует выбрать
точку X ′ так, чтобы C ′X ′ ⊥ AX.

К разделу 4.3, стр. 152

1. Примените неравенство о среднем геометрическом и среднем
арифметическом к произведению (p−a)(p−b)(p−c) под корнем

в формуле Герона, чтобы получить оценку S 6

√
p · p

3

27
.

i.

Используйте неравенство из предыдущего пункта.ii.

С помощью теоремы синусов можно показать, что искомый
треугольник — равнобедренный.

iii.

С помощью теоремы синусов сведите задачу к поиску мак-
симума функции f(β) = sin2 β + sin2(α + β). Покажите, что

максимум достигается при β =
π − α

2
.

iv.

2. Это квадрат. Примените неравенство о среднем
x+ y

2
>
√
S

(x, y — стороны прямоугольника, S — площадь прямоугольника).

i.

Это куб. Примените неравенство о среднем арифметическом

и среднем геометрическом для оценки суммы
xy + yz + xz

3
(x,

y, z — стороны параллелепипеда).

ii.

3. Площадь n-угольника равна S =
R2

2
(sinα1 + sinα2 + . . . + sinαn),

где αk — центральный угол, из которого видна k-ая сторона этого
n-угольника. Функция f(x) = sinx на [0, π] выпукла вверх, откуда
1

n

n∑
k=1

sinαk 6 sin

(
1

n

n∑
k=1

αk

)
= sin

2π

n
(это частный случай т. н.
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неравенства Йенсена). Поэтому наибольшую площадь имеет пра-
вильный n-угольник, когда все αk равны между собой.

4. Введите угол при основании-диаметре трапеции α и сведите за-
дачу к поиску максимума функции f(α) = 2 cosα − cos 2α при
α ∈

(π
4
,
π

2

)
.

5. Пусть a = 1 — длина одного катета, b — катет, который не боль-
ше a, а c =

√
1 + b2. Требуется вычислить максимум f(b) =

r

R
=

=
a+ b− c

2
· 2

c
=

1 + b−
√

1 + b2√
1 + b2

. Он достигается при b = a = 1 и

равен
√

2− 1.
6. Для цилиндра с расстоянием от центра сферы до основания h объ-

ём равен V (h) = 2h · π(1− h2). Остаётся вычислить максимум этой
функции на отрезке [0, 1].

7. Пусть точка пересечения медиан G — полюс, от которого отложены
векторы ~a, ~b, ~c и ~x в соответствующие точки. Требуемое равенство
получится, если раскрыть скобки в выражении (~x−~a)2 + (~x−~b)2 +
+ (~x− ~c)2 и учесть, что ~a+~b+ ~c = ~0.

8. Воспользуйтесь предыдущей задачей, чтобы доказать, что искомая
точка — точка пересечения медиан треугольника.

9. Пусть O — центр окружности радиуса R, описанной около тре-
угольника ABC, ~a =

−→
OA, ~b =

−−→
OB, ~c =

−−→
OC. Тогда

AB2 +BC2 + CA2 =
(
~a−~b

)2
+
(
~b− ~c

)2
+ (~c− ~a)2 =

= 2
(
~a2 +~b2 + ~c2

)
− 2

(
~a ·~b+~b · ~c+ ~c · ~a

)
.

Но
(
~a+~b+ ~c

)2
= ~a2 +~b2 + ~c2 + 2

(
~a ·~b+~b · ~c+ ~c · ~a

)
, откуда

AB2+BC2+CA2 = 3
(
~a2 +~b2 + ~c2

)
−
(
~a+~b+ ~c

)2
6 3

(
~a2 +~b2 + ~c2

)
.

Равенство достигается только в случае ~a+~b+ ~c = ~0, т. е. в случае
равностороннего треугольника ABC.
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10. Пусть D при симметрии попала в точку E ∈ AB. Обозначим DX =

= XE = x, ∠EYX = α. Тогда SDXY =
1

4
XY ·DE =

1

4

x

sinα
· 1

cosα
.

Заметим, что AX = x cos 2α, откуда AD = 1 = x + x cos 2α. По-

этому SDXY =
1

2

1

sin 2α(1 + cos 2α)
=

1

8 sinα cos3 α
. Максимизируя

знаменатель, приходим к тому, что α =
π

6
минимизирует SDXY .

11. Введите систему координат с осью OX вдоль границы раздела двух
полуплоскостей так, чтобы ось OY содержала точку A. Для задан-
ных координат A(0, a) и B(b,−c) выберите точку X(x, 0) так, что-

бы минимизировать функцию f(x) =
AX

v1
+
BX

v2
. Получите отсюда,

что отношение синусов «углов отражения» и «преломления» (т. е.
угла между

−−→
XA и

−→
OA и угла между

−−→
XB и −

−→
OA) равно

v1

v2
.

12. Представьте «крайнюю» ситуацию, в которой корабль находится
своими началом и концом на «внешней стороне» угла, причём од-
новременно опирается на угол в 270◦ одной из своих внутренних
точек. Введите угол ϕ между одной из сторон угла и кораблём в
этот момент. Рассчитайте длину такого отрезка между концом и
началом корабля, а затем найдите её минимум. В зависимости от

угла ϕ длина отрезка равна f(ϕ) =
h

cosϕ
+

h

sinϕ
.

13. f представляет собой скалярное произведение единичного вектора
на вектор с координатами ~a = (2,−1, 4), переменная величина —
направление этого единичного вектора. Для максимизации необхо-
димо выбрать единичный вектор, коллинеарный вектору ~a.

14. Пусть высота CH образует с осью OX угол α. Тогда CH =
32

sinα
, а

AB =
8

cosα
, и поэтому SABC =

32 · 8
2 sinα cosα

. Площадь минимальна
при sin 2α = 1 и равна 256.

15. Введем угол α = ∠AOB. Тогда AB2(α) = R2+4R2−2·2R2 cosα, вы-

сота h(α) =
R · 2R · sinα
AB(α)

. Искомое отношение равно
h

AB
=

2 sinα

5− 4 cosα
.

Удобнее находить минимум
AB

h
=

5

2 sinα
− 2 ctgα. Он достигается
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при cosα =
4

5
.

16. Точка O лежит на биссектрисе угла A. Обозначим через D точку
касания AC с данной окружностью, а ∠BAO = ∠CAO = α. Тогда

S∆AOC =
1

2
R(AD + DC) =

R2

2
(ctgα + tg 2α). Минимизация этой

функции по α приводит к тому, что sinα =

√
2(
√

5− 1)

4
.

17. Сечения куба плоскостями β, проходящими через B1 и параллель-
ными AC, могут пересекать ребро AB или ребро AD (либо не пере-
секать их оба, но этот случай, очевидно, не даёт максимума). Для
пересечения β с AB максимум достигается, когда β проходит через
AC, площадь сечения в этом случае есть SB1AC =

√
3/2. Если же

β пересекает AD в точке E и CD в точке F , то EF ‖ AC. Обозна-
чим AE = CF = x. Покажите, что площадь проекции сечения на

плоскость ABC равна Spr(ABC) = 1 − (1− x)2

2
, а площадь самого

сечения тогда равна
Spr(ABC)

cosϕ
, где tgϕ =

√
2

1 + x
. Площадь проекции

сечения на A1C1A1 есть S = Spr(ABC) tgϕ =
1 + 2x− x2

√
2(1 + x)

, остаётся

исследовать эту функцию на экстремум на [0, 1]. Он достигается
при x0 =

√
2− 1.

18. Если a, b и c — длины рёбер параллелепипеда, то центры шаров в
соответствующей системе координат находятся в точкахO1(r1, r1, r1)
и O2(a− r2, b− r2, c− r2). Условие касания есть (r1 + r2−a)2 + (r1 +
+ r2 − b)2 + (r1 + r2 − c)2 = (r1 + r2)2, что есть квадратное урав-
нение для t = r1 + r2. После подстановки a = 6 +

√
2, b = 6 −

√
2,

c = 6 и преобразований получаем уравнение t2 − 18t+ 56 = 0. Гео-
метрический смысл есть лишь у корня t = 4. Сумма объёмов есть

VΣ =
4

3
π(r3

1+r3
2) =

4

3
π(r1+r2)

(
(r1+r2)2−3r1r2

)
=

16π

3

(
4+3(r1−2)2

)
.

Минимальное значение достигается при r1 = 2.

К разделу 5.1, стр. 158

1. Для произвольной точки X на плоскости
n∑
i=1

mi
−−→
OXi =

n∑
i=1

mi
−−→
OX+
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+

n∑
i=1

mi
−−→
XXi. Точка O — центр масс, если и только если левая часть

равна нулю. Отсюда единственным образом выражается вектор из
точки X в центр масс.

2. Пусть {(Ai, ai)} и {(Bj , bj)} — две части (подсистемы) общей си-
стемы масс. Для доказательства достаточно записать для точки
O — центра масс всей системы, а также для точки B — центра
масс системы {(Bj , bj)}, векторные определения центра масс:∑

i

ai
−−→
OAi +

∑
j

bj
−−→
OBj = ~0,

∑
j

bj
−−→
BBj = ~0,

а затем вычесть из одного равенства другое.
3. Расположение масс, приводящее к центру масс O, указано в разо-

бранной задаче данного раздела.

Воспользуйтесь тем, что B1 — центр масс двух масс, располо-
женных в A и C.

i.

Предположите, что прямая CO пересекает AB в точке C2, а
затем докажите, что C1 = C2.

ii.

Используйте (многократно) следующее соображение: если сто-
роны BC и DE треугольников ABC и ADE лежат на одной
прямой, то их площади относятся как BC : DE.

iii.

4. Задача решается аналогично предыдущей после корректной рас-
становки масс в точках A, B, C так, чтобы O стала центром масс
системы.

5. Покажите, что для системы масс (A, a), (B, b), (C, c) центром масс
является точка пересечения биссектрис треугольника ABC.
Для второго пункта действуйте аналогично предыдущим задачам:
поместите массы в вершины треугольника так, чтобы точка пе-
ресечения биссектрисы AA1 и медианы BB1 стала центром масс
системы.

6. Используйте массы для вычисления отношений длин отрезков и
теорему Фалеса для доказательства параллельности.

7. Доказательство аналогично двумерному случаю, достаточно рас-
ставить одинаковые массы во все вершины тетраэдра.
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8. Если прямые пересекаются в одной точке, эту точку можно сделать
центром масс и получить искомое соотношение из вычисления от-
ношения частей стороны треугольника по правилу рычага. Доказа-
тельство в обратную сторону можно провести, проведя CC2 через
точку пересечения AA1 с BB1 и доказав совпадение точек C1 и C2.

9. Сделайте точку P центром масс и выразите дроби, входящие в со-
отношение, через получившиеся массы.

10. Обозначим AB1 = AC1 = x (AB1 = AC1 по свойству касательной
к окружности), BC1 = BA1 = y, CA1 = CB1 = z. Рассмотрите
систему масс (A, yz), (B, xz), (C, xy).

11. Найдите, на какие части точки A1, B1 и C1 делят соответствующие
стороны.

12. Пусть AD : DB = x : y. Разместите в вершинах треугольника ABC
массы x+ y, а затем перегруппируйте их в вершины треугольника
DEF (в каждой из них должна оказаться всё та же масса x+ y).

13. Выразите с помощью масс искомое отношение через длину BC и
длину AC, меняющуюся от BC до 3BC.

14. Метод масс помогает при решении второго пункта: рассмотрите
плоскость, в которой лежат DL и AM , и решите в ней планимет-
рическую задачу.

15. Отношение EF к DE не зависит от того, где именно проведена
прямая, параллельная AC. Проведите её через N . Далее покажи-
те, что точка E будет центром масс системы (A, 3), (B, 2), (C, 1).
Получите отсюда равенство EF = 3DE.

16. Да, лежат. Примените несколько раз теорему о перегруппировке
масс, изначально положив одинаковые массы во все точки.

17. Это также задача на применение теоремы о перегруппировке. Рас-
смотрите систему масс (A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 3).

18. Сделайте гомотетию относительно центра масс всего четырехуголь-
ника с коэффициентом (−1/3).

19. Пусть P — точка пересечения AA1 и B1C1. Покажите, что P есть
центр масс системы (A, 2), (B, 6), (A, 9), (C, 3). Первые две массы
группируются в C1, а вторые две — в B1, поэтому C1P : PB1 = 12 :
: 8 = 3 : 2.
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20. Разобьём сферу на горизонтальные слои малой толщины h. Пло-
щадь поверхности такого слоя равна 2 · π · r · l, где r — «радиус»
этого слоя, а l — длина дуги, лежащей в сечении этой сферы плос-
костью, перпендикулярной «плоскости» слоя (длину этой дуги ап-
проксимируем длиной прямолинейного отрезка с концами на краях
дуги). Приближённо r ≈ R sinϕ, где ϕ — угол между вертикалью
и направлением на произвольную точку слоя из центра сферы, а

l ≈ h

sinϕ
, поэтому масса распределена по высоте равномерно. Это

значит, что перестановка не изменила центр масс, он находится на
высоте R от плоскости основания.

К разделу 5.2, стр. 163

1. Раскройте скалярный квадрат в выражении
∑
k

mk

(−→
AO +

−−→
OXk

)2

и используйте векторное определение центра масс.
2. Запишем теорему Гюйгенса-Штейнера для точки X1 (m — суммар-

ная масса):
JX1 = JO +mOX2

1 ⇔

⇔ m1m2(X1X2)2 +m1m3(X1X3)2 = m1JO +m1mOX
2
1 .

Аналогично запишем ещё два равенства:

m2m1(X2X1)2 +m2m3(X2X3)2 = m2JO +m2mOX
2
2 ,

m3m1(X3X1)2 +m3m2(X3X2)2 = m3JO +m3mOX
2
3 .

Остаётся сложить их.
3. Поместите в вершины по массе 1. Момент инерции относительно

центра масс (центра сферы) есть JO = 4R2, а относительно вер-
шины A есть JA = 3a2. Примените теорему Гюйгенса-Штейнера и
получите соотношение 3a2 = 4R2 + 4R2.

4. Следует из теоремы Гюйгенса-Штейнера. Равенство достига-
ется если и только если все точечные массы находятся в одной
точке.

i.

Следует из теоремы Гюйгенса-Штейнера.ii.
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5. Обозначим длины сторон треугольника AB = c, BC = a, CA = b,

а отношения
BD

BC
= x,

DC

BC
= y. Очевидно, x + y = 1. Рассмотрим

систему масс (B, y), (C, x). Точка D — центр масс системы. По

теореме Якоби 5.2.2 JD =
1

x+ y
·xy ·BC2. По определению момента

инерции JA = x · AC2 + y · AB2 = xb2 + yc2. По теореме Гюйгенса-
Штейнера JA = AD2 + JD, откуда xb2 + yc2 = AD2 + yx · a2.

6. Точка P является центром масс системы (A, 1), (B, 9), (C, 3). При-
мените теоремы Якоби и Гюйгенса-Штейнера.

7. Воспользуйтесь теоремой Гюйгенса-Штейнера.i.

Воспользуйтесь тем, что точки O, G и H лежат на одной
прямой (G — точка пересечения медиан треугольника), при-
чем OH = 3GO. Поместите в вершины треугольника единич-
ные массы и воспользуйтесь теоремами Гюйгенса-Штейнера и
Якоби.

ii.

8. По теореме Гюйгенса-Штейнера сумма в условии равна

(a+ b+ c)XI2 + aIA2 + bIB2 + cIC2.

При этом по условию XI = r. Докажите, что aIA2 + bIB2 + cIC2 =
= 4pRr.

9. Рассматриваемая точка — центр масс системы. Используйте
теорему Якоби.

i.

Используйте теорему Гюйгенса-Штейнера и результат преды-
дущего пункта.

ii.

10. Используйте теорему Гюйгенса-Штейнера.
11. Середины хорд есть проекции центра окружностей на прямые,

попарные углы между которыми равны 60◦, поэтому эти се-
редины есть вершины правильного треугольника (задача 24
раздела 1.2), причём они лежат на окружности с диаметром
PO (O — центр исходной окружности). Центр масс системы
шести единичных масс в точках A, B, C, D, E и F — точка
пересечения медиан G указанного равностороннего треуголь-
ника. Согласно теореме Гюйгенса-Штейнера JP = JO (центр
масс G лежит в середине отрезка PO). Поэтому JP = 6R2.

i.
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Середины хорд, центр окружности и точка P образуют прямо-
угольник. Центр масс — точка пересечения диагоналей этого
прямоугольника.

ii.

12. В развёрнутой форме требуемое равенство означает, что

AB2 +
∑
i

aiBA
2
i +

∑
j

bjAB
2
j =

∑
i,j

aibjAiB
2
j .

Для вывода раскройте скалярный квадрат в выражении∑
i,j

aibj

(−−→
XBj −

−−→
XAi

)2
,

равном правой части доказываемой формулы. Затем используйте
векторные определения центров масс A и B.

13. Пусть в треугольнике ABC середины сторон BC, CA и AB — точ-
ки A1, B1 и C1, а I — точка пересечения биссектрис I. Пусть центр
окружности, проходящей через A1, B1 и C1 — точкаW . Обозначим
также стороны треугольника через a, b и c (сторона длины a ле-
жит против вершины A, аналогично для двух других вершин), а
радиусы вписанной и описанной окружностей — через r и R соот-
ветственно.
Достаточно показать, что WI2 = (R/2 − r)2. Центр масс системы
(A, a/2), (B, b/2), (C, c/2) лежит в I. Перегруппируем эти массы в
новую систему масс: (A1, (p− a)/2 + (p− a)/2), (B1, (p− b)/2 + (p−
− b)/2), (C1, (p− c)/2 + (p− c)/2). Для последней системы запишем
теоремы Якоби и Гюйгенса-Штейнера. По теореме Якоби

JI =
1

p

(
(p− a)(p− b)c

2

4
+ (p− b)(p− c)a

2

4
+ (p− c)(p− a)

b2

4

)
=

=
abc

4
− S2

p
.

По определению JX =
(
(p − a) + (p − b) + (p − c)

)R2

4
=
R2p

4
. По

теореме Гюйгенса-Штейнера XI2 =
JW − JI

p
.
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К разделу 5.3, стр. 169

1. Используйте теорему о перегруппировке.
2. Запишите для точки пересечения диагоналейO векторное опре-

деление центра масс и воспользуйтесь неколлинеарностью век-
торов

−→
OA и

−−→
OB.

i.

Запишите векторное определение центра масс.ii.
Сгруппируйте три массы, по модулю равные |b|, добавленные
во вторую систему по сравнению с первой.

iii.

3. Поместите в вершины треугольника по массе 1, а в точку P массу
(−1). Три массы в точках A, B и P можно сгруппировать в PC .
Аналогично можно сделать для двух других точек PA и PC .

4. Рассмотрите систему масс (A, 2), (B,−2), (C, 2), а в S поместите
массу (3− 4 + 5). Далее сгруппируйте массы основания пирамиды
в точку D.

5. Воспользуйтесь задачей 1.

6. Условие можно переписать в виде (x − 1) ·
−−→
CA1 + 1 ·

−−→
AA1 = ~0 и

(y−1) ·
−−→
CB1 +1 ·

−−→
BB1 = ~0. ТочкаM является центром масс системы

(A, 1), (B, 1), (C, x− 1), (C, y − 1), откуда
−−→
CC1
−−→
CM

=
x+ y

2
.

7. Случай параллельности прямых AA1, BB1, CC1 рассматривает-
ся отдельно и оставляется читателю. Пусть прямые пересеклись
в одной точке P . Точка A1 имеет барицентрические координаты
(0, a1, 1 − a1). Ясно, что всякая точка на прямой AA1 может быть
задана (ненормированными) барицентрическими координатами (k :
: a1 : 1− a1), поэтому уравнение этой чевианы есть a1z = (1− a1)y.
Аналогично получаем уравнения чевиан BB1 (b1x = (1 − b1)z) и
CC1 (c1y = (1− c1)x). Система линейных уравнений

a1z = (1− a1)y,

b1x = (1− b1)z,

c1y = (1− c1)x

имеет решение, причём ровно одно, в том и только в том случае,

когда выполнено соотношение
1− a1

a1
· 1− b1

b1
· 1− c1

c1
= 1. Обратное
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утверждение доказывается с использованием прямого: если три че-
вианы не пересеклись, то через точку пересечения чевиан AA1 и
BB1 следует провести чевиану CC2, а затем из условия Чевы до-
казать совпадение точек C1 и C2.

8. Сумма векторов, перпендикулярных сторонам четырёхугольника,
длины которых равны длинам соответствующих сторон, равна ну-
лю. Для доказательства поверните все эти векторы на 90◦ и сло-
жите. Эти рассуждения показывают, что центр масс системы на-
ходится в центре окружности (см. задачу 14 раздела 3.1).

9. Вычислите ориентированные площади базисного треугольника и
треугольника XBC с помощью векторного произведения (см. раз-
дел 3.6). Используйте векторное равенство

−→
X = p

−→
A + q

−→
B + r

−→
C

для получения векторов-сторон треугольника XBC. Удобно ис-
пользовать следующую формулу: если O — произвольный полюс,
ABC — треугольник, ~a =

−→
OA, ~b =

−−→
OB, ~c =

−−→
OC, то ориенти-

рованная площадь треугольника ABC равна аппликате вектора
1

2
(~b× ~c+ ~c× ~a+ ~a×~b).

10. Во всех пунктах используйте задачу 9.

11. Пусть O — произвольный полюс, ABC — базисный треугольник,
~a =

−→
OA, ~b =

−−→
OB, ~c =

−−→
OC. Тогда ориентированная площадь тре-

угольника ABC равна аппликате вектора ~S±ABC =
1

2
(~b×~c+~c×~a+

+ ~a ×~b). Доказательство сводится к несколько утомительному, но
не содержащему подвохов раскрытию скобок в правой части равен-

ства ~S±XY Z =
1

2

(−→
X ×

−→
Y +

−→
Y ×

−→
Z +

−→
Z ×

−→
X
)
после подстановки в

него
−→
X = px~a+ qx~b+ rx~c и ещё двух аналогичных равенств для

−→
Y

и
−→
Z .

12. Воспользуйтесь утверждением предыдущей задачи, вычислив ба-
рицентрические координаты точек P , Q и R.

13. Воспользуйтесь задачей 11. Нормированные барицентрические ко-
ординаты точек O, I и H приведите к следующему виду:

O

(
aR cosα

2pr
,
bR cosβ

2pr
,
cR cos γ

2pr

)
,
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I

(
a

2p
,
b

2p
,
c

2p

)
,

H

(
aR cosβ cos γ

pr
,
bR cosα cos γ

pr
,
cR cosβ cosα

pr

)
.

Отношение площади ∆OIH к площади базисного треугольника
ABC равно модулю определителя

R

2pr
· 1

2p
· R
pr

∣∣∣∣∣∣
a cosα b cosβ c cos γ
a b c

a cosβ cos γ b cosα cos γ c cosβ cosα

∣∣∣∣∣∣ =

=
R3

p
(cosβ − cosα)(cosα− cos γ)(cos γ − cosβ).

С помощью теоремы косинусов покажите, что

cosβ − cosα =
(a− b)(a+ b+ c)(a+ b− c)

2abc
=

(a− b)(p− c)
2rR

.

14. Введите барицентрические координаты (x, y, z) точки P . Несложно
выразить через них координаты остальных точек:

C1

(
x

x+ y
,

y

x+ y
, 0

)
, A1

(
0,

y

y + z
,

z

y + z

)
, B1

(
x

x+ z
, 0,

z

x+ z

)
.

Координаты для вершин базисного треугольника очевидны. Све-
дите условие на площади к равенству

x

y
+
y

z
+
z

x
=

y

x
+
z

y
+
x

z
на барицентрические координаты точки P . Полученное равенство
равносильно (x− y)(y − z)(z − x) = 0.

15. Воспользуйтесь задачей 11: три точки лежат на одной прямой
тогда и только тогда, когда «треугольник» с вершинами в этих
точках вырожден (имеет нулевую площадь).

i.

Стороны треугольника имеют уравнения x = 0, y = 0 и z = 0,
а медианы задаются уравнениями x = y, y = z и z = x.

ii.
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16. Пусть X1X2X3 — базисный треугольник. Систему (X1, x), (X2, y),
(X3, z) можно перегруппировать в две системы: (X1, p), (X2, q),
(X3, r) и (X1, u), (X2, v), (X3, w). Обратное утверждение также вер-
но: если три точки A, B и C лежат на одной прямой, то в A и
B можно поместить массы так, чтобы C оказалась центром масс
системы. Затем эти массы из A и B нужно перегруппировать в
вершины базисного треугольника, переведя их тем самым в бари-
центрические координаты для A и B.

17. Барицентрические координаты точки пересечения биссектрис I есть(
a

2p
,
b

2p
,
c

2p

)
, а для точки НагеляN они равны

(
p− a
p

,
p− b
p

,
p− c
p

)
.

Достаточно сложить координаты точки N с коэффициентом 2/3 и
координаты точки I с коэффициентом 1/3, чтобы получить коор-
динаты точки G. Используйте предыдущую задачу.

18. Для точек B1 и A1 рассмотрим (ненормированные) барицентриче-

ские координаты B1

(−−→
CB1
−−→
B1A

: 0 : 1

)
, A1

(
0 : −

−−→
CA1
−−→
A1B

: −1

)
. Покомпо-

нентная сумма координат

(−−→
CB1
−−→
B1A

: −
−−→
CA1
−−→
A1B

: 0

)
лежит как на прямой

AB, так и на прямой A1B1 (задача 16). Точки A1, B1, C1 лежат
на одной прямой тогда и только тогда, когда C1 имеет (ненорми-

рованные) барицентрические координаты

(−−→
CB1
−−→
B1A

: −
−−→
CA1
−−→
A1B

: 0

)
, что

означает, что
−−→
AC1
−−→
C1B

=

(
−
−−→
CA1/

−−→
A1B

)
(−−→
CB1/

−−→
B1A

) .

19. Проверьте, что доказательство теоремы Гюйгенса-Штейнера 5.2.1
без изменений сохраняется и для случая масс разных знаков (при
условии, что сумма масс отлична от нуля, чтобы существовал центр
масс).

20. Проведите решение по аналогии с разобранной в предыдущем раз-
деле задачей 5.2.1.

21. Вычислите скалярный квадрат вектора (p1 − q1)
−→
A1 + (p2 − q2)

−→
A2 +

+ (p3 − q3)
−→
A3.
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22. Используйте утверждение предыдущей задачи.

23. Запишите D(0,−1, 2) и E(3, 0,−2). С помощью формулы расстоя-
ния в барицентрических координатах (задача 21) вычислите квад-
раты AD и BE. Приравнивая их, несложно получить a2 = b2 + c2.

24. Обозначим длины отрезков касательных к вневписанной окружно-
сти из точек C, B и A через x, y и z. Тогда AC = z−x, AB = z−y.
Рассмотрим систему из четырёх масс (A, 1), (R, (z − x)/x), (A, 1),
(Q, (z−y)/y). Первые две массы группируются в C, а вторые две —
в B, так что общий центр масс — точка P . Если убрать одну из масс
(A, 1), то центр масс переместится, очевидно, в точку пересечения
прямых CQ и BR. Но при таком изменении центр масс сдвигает-
ся вдоль вектора, соединяющего точку A, в которой изменилась
масса, со старым центром масс P .

25. Вычислите скалярное произведение векторов
−−→
WX = (px − pw)

−→
A +

+(qx−qw)
−→
B+(rx−rw)

−→
C и
−−→
Y Z = (pz−py)

−→
A+(qz−qy)

−→
B+(rz−ry)

−→
C

и приравняйте его к нулю.

26. Покажите, что вектор (q − r)
−→
A + (r − p)

−→
B + (p− q)

−→
C параллелен

прямой, заданной уравнением px + qy + rz = 0. Запишите анало-
гично вектор, параллельный второй прямой, а затем приравняйте
нулю скалярное произведение полученных векторов.

27. Выберите в качестве полюса центр описанной окружности O базис-
ного треугольника. Точка P (x, y, z) лежит на описанной окружно-
сти тогда и только тогда, когда OP 2 = R2. Для вычисления OP 2

используйте утверждение задачи 21.

28. Теорема Якоби показывает, что a2yz + b2xz + c2xy есть момент
инерции JP системы (A, x), (B, y), (C, z) относительно центра масс
P . По теореме Гюйгенса-Штейнера он равен JO − OP 2 = R2(x +
+ y + z)−OP 2 = R2 −OP 2.

29. Если P имеет барицентрические координаты (x, y, z), то можно
найти координаты точек

A1

(
0,

y

y + z
,

z

y + z

)
, B1

(
x

x+ z
, 0,

z

x+ z

)
, C1

(
x

x+ y
,

y

x+ y
, 0

)
.
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Барицентрические координаты точки пересечения медиан ∆A1B1C1:(
1

3

(
x

x+ z
+

x

x+ y

)
,
1

3

(
y

y + z
+

y

y + x

)
,
1

3

(
z

z + x
+

z

z + y

))
.

По условию эти координаты совпадают с
(

1

3
,
1

3
,
1

3

)
. Покажите, что

x = y = z.

30. По условию найдутся такие числа x, y, z, что
−−−→
B1C1 = x

−→
AP ,

−−−→
C1A1 =

= y
−−→
BP и

−−−→
A1B1 = z

−−→
CP . Сумма этих векторов равна нулю, поэтому

(x : y : z) можно взять в качестве барицентрических координат
точки P . Далее, пусть в треугольнике A1B1C1 чевианы AA2, BB2,
CC2 параллельны соответственно прямым BC, CA и AB. Тогда
найдутся числа p, q, r такие, что

−−−→
C1C2 = p

−−→
AB,

−−−→
B1B2 = q

−→
CA и−−−→

A1A2 = r
−−→
BC. Перепишем первое соотношение в виде:

−−−→
C1C2 = p

(−−→
PB −

−→
PA
)

=
p

y

−−−→
A1C1 +

p

x

−−−→
B1C1.

Аналогично и
−−−→
B1B2 =

q

x

−−−→
C1B1 +

q

z

−−−→
A1B1,

−−−→
A1A2 =

r

z

−−−→
B1A1 +

r

y

−−−→
C1A1.

Теперь ясно, что центр масс системы (C1, z), (B1, y), (A1, x) лежит
на всех трёх чевианах.

31. Обозначим CD = x, BD = y, AD = z. Тогда можно записать бари-
центрические координаты точки D(0 : x : y) и точки пересечения
биссектрисы DI2 со стороной AC: (x : 0 : z). Получите отсюда для
точки пересечения биссектрис I2 координаты (ax : bx : az + by)
(используйте то, что первые две координаты относятся как a : b, а
третью вычислите из уравнения прямой DI2). Аналогично и I1(ay :
: az + cx : cy). Координаты точки пересечения BI1 и CI2 теперь
можно вычислить: (axy : x(az + cx) : y(az + by)). Принадлежность

этой точки прямой AD равносильна тому, что
x

y
=
x(az + cx)

y(az + by)
.

32. Воспользуйтесь подобием треугольников PBA и PAC. Получите
барицентрические координатыD(c : b : 0), E(b : 0 : c),Q(bc : b2 : c2).
Координаты точки P (0 : x : y) можно найти из условия принадлеж-
ности P ,D и E одной прямой: P (0 : b2 : −c2). Наконец, приравняйте
нулю определитель, составленный из барицентрических координат
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точек P , Q и O(a cosα : b cosβ : c cos γ) и получите отсюда, что
2abc cosα = abc.

К разделу 6.1, стр. 178

1. В пункте i ∠HCA0 = ∠A3CA0 (оба эти угла равны ∠A3AB). По-
этому треугольники ∆BHC и ∆BA3C симметричны относительно
стороны BC. В пункте ii треугольники ∆BHC и ∆BA4C симмет-
ричны относительно точки A1.

2. Достаточно применить предыдущую задачу: при гомотетии с цен-
тром в H и коэффициентом 1/2 точки A3 и A4 переходят в A0 и
A1 соответственно, а A переходит в A2, аналогичное верно и для
вершин B и C. Центр описанной окружности переходит в середину
отрезка OH, а её радиус уменьшается вдвое.

3. При гомотетии с коэффициентом (−1/2) и центром в G вершина A
переходит в середину A1, а прямая AH — в прямую A1O. Анало-
гично и другие высоты ∆ABC переходят в серединные перпенди-
куляры, и поэтому H переходит в O.

4. Воспользуйтесь той же гомотетией H−1/2
G , что и в предыдущей за-

даче. Прямая AM переходит в прямую BC, а описанная окруж-
ность переходит в окружность девяти точек, проходящую через A0

и A1. Покажите, что при указанной гомотетии M переходит в A0.
5. Воспользуйтесь теоремой о средней линии треугольника.i.

Любые два из рассматриваемых прямоугольников имеют об-
щую диагональ. Из этого уже следует, что середины сторон и
середины AH, BH, CH лежат на одной окружности.

ii.

Основания высот лежат на той же окружности, поскольку из
каждой из них какой-либо из диаметров окружности виден
под прямым углом.

iii.

Рассмотрите серединный треугольник A1B1C1.iv.

Это следствие пунктов i и ii. Проследите за диагоналями рас-
смотренных в этих пунктах прямоугольников.

v.

Случай тупоугольного треугольника аналогичен остроуголь-
ному: чертёж для него получается переобозначением точек из
случая остроугольного треугольника.

vi.
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6. Это прямое следствие предыдущей задачи в применении к случаю
тупоугольного треугольника.

7. При гомотетииH−1/2
G касательная к описанной окружности в точке

A переходит в касательную в точке A1 к окружности девяти точек.

8. С помощью гомотетии H−1/2
G покажите, что AH = 2OA1.

9. Рассмотрите трапецию HA0A1O и её среднюю линию, одним из
концов которой является точка E.

10. Пусть Q — точка пересечения диагоналей. Заметим, что E — точка
пересечения высот ∆ABD. По свойству ортоцентра треугольника
EQ = QC. Аналогично, FQ = QB. Тогда BCFE — ромб. Следова-
тельно, EF = BC = 1.

11. Точка, симметричная ортоцентру H относительно прямой BC, ле-
жит на описанной окружности ∆ABC, и потому радиус описанной
окружности HBC такой же, как у ∆ABC.

12. Для треугольника HBC точка A является ортоцентром, а центр
описанной окружности — образ точки O при симметрии относи-
тельно прямой BC. Покажите, что прямая между этими двумя
точками проходит через середину OH. Какой четырёхугольник яв-
ляется параллелограммом?

13. Это точка пересечения медиан G. Отметим точку пересечения ме-
диан Gc треугольника ATB и центр X описанной окружности рав-
ностороннего треугольника ABY , построенного на стороне AB во
внешнюю сторону для треугольника ABC. Тогда T лежит на CY ,
G делит CC1 в отношении 2 : 1 от C, Gc делит TC1 в отношении
2 : 1 от T , а X делит Y C1 в отношении 2 : 1 от точки Y . Поэтому
точки G, Gc и X лежат на одной прямой. Осталось отметить, что
это и есть прямая Эйлера ∆ABT , и она проходит через G.

14. Описанная окружность ∆ABC проходит через основания высот
этого треугольника.

15. Точка O для него является ортоцентром, а точки пересечения ме-
диан совпадают.

16. AH = AB3, а на AB3 опирается ∠B3BA = ∠HBA.
17. Продолжим HM и HN за точки M и N до пересечения с окруж-

ностью в точках A и B. Тогда AH ·HP = BH ·HQ = 2MH ·HP =
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= 2NH ·HQ, откудаMNPQ — вписанный четырёхугольник. Тогда
R — радикальный центр описанных окружностей ∆ABC и четы-
рёхугольников AMHN и MNPQ. Прямая RA — радикальная ось
касающихся окружностей, описанных около ∆ABC и AMHN , она
перпендикулярна радиусу из O в точку касания.

18. Пусть L — точка, в которой биссектриса угла A пересекает сторону
BC. В треугольнике AOH эта биссектриса — высота по условию,
а поэтому AO = AH. Но длину отрезка AH можно вычислить как
2OA1 = 2OC cos∠COA1. Равенство AO = 2OC cos∠COA1, очевид-
но, равносильно 2R cos∠A = R.

19. Точка, симметричная ортоцентру относительно прямой BC, пере-
мещается по описанной окружности. Значит, и сама точка H пере-
мещается по описанной окружности ∆BCH.

К разделу 6.2, стр. 183

1. Рассмотрите несколько случаев расположения точек и проверьте
рассматриваемое равенство, используя тот факт, что дуга окруж-
ности видна из центра под углом вдвое большим, чем из точки на
окружности.

2. Рассмотрите несколько случаев расположения точек и проверьте
рассматриваемое равенство, используя теорему об угле между ка-
сательной и хордой.

3. ∠(AX,BY ) = ∠(AX,AC)+∠(AC,BY ) = ∠(DX,DC)+∠(AC,DY )+
+ ∠(DY,BY ) = ∠(DX,BC) + ∠(BC,DC) + 90◦ + ∠(DC,BC) =
= ∠(DX,BC)+∠(BC,DC)+90◦+∠(DC,BC) = 90◦+∠(BC,DC)+
+ 90◦ + ∠(DC,BC) = 0◦.

4. ∠(AC,BD) = ∠(AC,AB)+∠(AB,BD) = ∠(AC,AP )+∠(PB,BD) =
= ∠(QC,QP ) + ∠(PQ,QD) = ∠(QC,QD) = 0◦.

5. Пусть l — касательная к первой окружности в точке A. Тогда
∠(l, AB) = ∠(l, AP ) = ∠(AQ,PQ) = ∠(CQ,PQ) = ∠(CP,PB) =
= ∠(CB,AB)⇒ l ‖ BC.

6. Пусть l — касательная к ω1 в точке K. Тогда ∠(KL,LB) =
= ∠(KL,LM) = ∠(l,KM) = ∠(AK,KM) = ∠(AB,BM) =
= ∠(AB,LB). Значит, KL ‖ AB, что и требовалось.
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7. Пусть O — точка пересечения прямых l1, l2, l3. Пусть ∠(l1,l2) =
= ϕ1,2, ∠(l2,l3) = ϕ2,3, ∠(OA1,l1) = ϕ. Поскольку длины отрезков
OAi одинаковы (при симметрии сохраняется длина), достаточно
показать, что ∠(OA7,l1) = ∠(OA1,l1) = ϕ. А поскольку ∠(OA2,l1) =
= −∠(OA1,l1) = −ϕ, ∠(OA2,l2) = −ϕ + ϕ1,2. Поэтому ∠(OA3,l2) =
= ϕ − ϕ1,2. Отсюда получаем, что ∠(OA3,l3) = ϕ − ϕ1,2 + ϕ2,3.
Поэтому ∠(OA4,l3) = −ϕ+ϕ1,2−ϕ2,3. Cледовательно, ∠(OA4,l1) =
= −ϕ+ϕ1,2−ϕ2,3−ϕ1,2−ϕ2,3 = −ϕ− 2ϕ2,3. Действуя аналогично,
получаем, что ∠(OA7,l1) = −∠(OA4,l1)− 2ϕ2,3 = ϕ.

8. Пусть ABC — треугольник, а A1 и B1 — основания перпендикуля-
ров, опущенных из точек A и B на прямые BC и A соответственно,
H — точка пересечения прямых AA1 и BB1. Тогда ∠(CH,AB) =
= ∠(CH,BC) + ∠(BC,AB) = ∠(CH,CA1) + ∠(BC,AB) =
= ∠(B1H,B1A1) + ∠(BC,AB) = ∠(BB1, B1A1) + ∠(BC,AB) =
= ∠(AB,AA1) + ∠(BC,AB) = ∠(BC,AA1) = 90◦.

9. Пусть описанные окружности треугольников A1CB1 и C1AB1 пере-
секаются повторно в точке X. Тогда через точку X также проходит
описанная окружность треугольника A1BC1, поскольку

∠(BA1, A1X) = ∠(A1C,A1X) = ∠(B1C,B1X) = ∠(B1A,B1X) =

= ∠(C1A,C1X) = ∠(BC1, C1X).

10. ∠(BQ,XQ) = ∠(BP,XP ) = ∠(AP,XP ) = ∠(AR,XR) =
= ∠(CR,XR) = ∠(CQ,XQ).

11. Обозначим первую четверку точек (лежащую на одной прямой или
окружности) через A1, A2, A3, A4. Вторую же обозначим через
B1, B2, B3, B4 (A1 и B1 — точки пересечения первой и второй
окружности, и т. д.). Тогда

∠(B1B2, B2B3) = ∠(B1B2, B2A2) + ∠(B2A2, B2B3) =

= ∠(B1A1, A1A2) + ∠(A2A3, A3B3) = ∠(B1A1, A1A4)+

+ ∠(A3A4, A3B3) = ∠(B1B4, B4A4) + ∠(B4A4, B4B3) =

= ∠(B1B4, B4B3).
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12. Пусть O1, O2, O3, O4 — центры описанных окружностей треуголь-
ников ABB1, ACC1, ABC1, ACB1 соответственно. Тогда

O1O3 ⊥ AB, O1O4 ⊥ AB1, O2O3 ⊥ AC1, O2O4 ⊥ AC

как серединные перпендикуляры к соответствующим отрезкам.
13. Пусть X — точка пересечения описанных окружностей треуголь-

ников AB1C1 и BC1A1. Тогда

∠(B1X,XA1) = ∠(B1X,XC1) + ∠(XC1, XA1) = ∠(B1A,AC1)+

+ ∠(BC1, BA1) = ∠(AC,AB) + ∠(AB,BC) = ∠(AC,BC) =

= ∠(B1C,CA1).

14. Для начала заметим, что ∠(PA1, A1C) = ∠(la, BC) = ∠(lb, AC) =
∠(PB1, B1C). Значит, точки A1, B1, C и P лежат на одной окруж-
ности. Аналогично можно доказать, что точки B1, C1, A, P лежат
на одной окружности. Далее,

∠(A1B1, B1C1) = ∠(A1B1, B1P ) + ∠(B1P,B1C1) = ∠(A1C,CP )+

+ ∠(AP,AC1) = ∠(BC,CP ) + ∠(AP,AB) = 0◦.

Значит, точки A1, B1 и C1 лежат на одной прямой.
15. Достройте чертёж до конструкции, описанной в задаче 13 про точ-

ку Микеля треугольника. Для этого рассмотрите описанные окруж-
ности треугольников BB′O и CC ′O.

16. Пусть описанные окружности треугольников ABF и CDF повтор-
но пересекаются в точке M . Тогда из вписанности получаем

∠(AM,MD) = ∠(AM,MF ) + ∠(MF,MD) =

= ∠(BA,BF ) + ∠(CF,CD) = ∠(BA,CD) = ∠(AE,ED).

То есть M лежит и на описанной окружности треугольника ADE.
Аналогично точка M лежит на описанной окружности треуголь-
ника BCE.

17. Достаточно доказать, что треугольники MBE и MFD подобны.
Покажем, что угол MBE равен углу MFD:

∠(EB,BM) = ∠(CE,CM) = ∠(CD,CM) = ∠(FD,FM).
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Углы MEB и MDF равны по аналогичным соображениям, следо-
вательно, треугольники подобны по двух углам.

18. Обозначим биссектрисы углов A, B, C, D через la, lb, lc, ld соответ-
ственно. Тогда ∠(IABIDA, IDAICD) = ∠(la, ld), ∠(IABIBC , IBCICD) =
= ∠(lb, lc). Остаётся лишь доказать равенство ∠(la, ld) = ∠(lb, lc),
которое легко проверить, используя то, что la, lb, lc, ld — биссек-
трисы углов четырехугольника.

19. Пусть окружности, описанные около треугольников A1BC и ABC1,
повторно пересекаются в точкеX. Тогда ∠(BX,XC) = ∠(BA1, A1C)
и ∠(AX,XB) = ∠(AC1, C1B), откуда ∠(AX,XC) = ∠(AX,XB) +
+ ∠(BX,XC) = ∠(AC1, C1B) + ∠(BA1, A1C) = ∠(AB1, B1C). Это
означает, что X лежит на окружности, описанной около треуголь-
ника AB1C, что и требовалось.

20. Пусть KA, KB и KC — середины отрезков AM , BM и CM соответ-
ственно. Тогда MCKB ‖ AM и KBMA ‖ MC, как средние линии в
треугольниках ABM и CBM соответственно. Значит, ∠MCKBMA =
= ∠AMC. Из тех же соображений получаем ∠MCKAMB = ∠BMC
и ∠MAKCMB = ∠BMA. Таким образом, ∠MCKAMB+∠MBKCMA+
+ ∠MAKBMC = 360◦.
Окружности, описанные около треугольниковMCKAMB,MBKCMA

и MAKBMC , имеют общую точку X (см. предыдущую задачу). Из
этих окружностей:

∠(KBX,XMB) = ∠(KBX,XMC) + ∠(MCX,XMB) =

= ∠(KBMA,MAMC) + ∠(MCKA,KAMB) = ∠(MC,CA)+

+ ∠(BM,MC) = ∠(BM,CA) = ∠(KBMB, AC).

Это равенство означает, что окружность ΩB проходит через точку
X. Аналогично и окружности ΩA и ΩC проходят через X.

К разделу 6.3, стр. 190

1. Сделайте композицию гомотетии с центром A и осевой симмет-
рии относительно биссектрисы ∠BAC так, чтобы ∆ABC перешёл
в ∆AB1C1.

2. Пусть касательные в точках B и C к описанной окружности ∆ABC
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пересекаются в точке K. Из теоремы синусов
S∆ABK

S∆ACK
=
AB2

AC2
. По-

этому AK — симедиана.

3. Запишите теоремы синусов для ∆ABD, ∆ABE, ∆ACE, ∆ACD.

4. Пересечение симедиан в одной точке сразу получится, если в вер-
шинах треугольника разместить массы, равные численно квадра-
там длин противолежащих этим вершинам сторон.

5. Точка Жергонна ∆ABC есть точка Лемуана ∆A′B′C ′.

6. MK и BC — антипараллельны, все медианы ∆ABC — симедианы
∆AMK и проходят через точку пересечения касательных к первой
окружности в точках M и K.

7. Проведите симедиану AD (точка D лежит на описанной окруж-
ности ∆ABC) и докажите, что описанные окружности ∆BMD и
∆CMD касаются AB и AC соответственно, поэтому это в точно-
сти нужные окружности. Можете действовать по следующей схеме.
Сначала докажите, что BDEC — равнобедренная трапеция, рас-
смотрев дуги BD и EC. Затем заметьте, что ∠ABC = ∠BDM =
= ∠MEC. Остаётся показать, что также и ∠MDC = ∠MEB =
= ∠ACB.

8. Известно (см. задачу 3 раздела 2.1 о движениях), что медиана AM
треугольника ABC перпендикулярна EF . Известно также, что вы-
сота из вершины A в треугольнике AFE и прямая AO таковы, что
∠FAO = ∠EAH (H — ортоцентр ∆AFE). Отсюда и следует, что
прямая AO симметрична прямой AM относительно биссектрисы
∠AFE (или угла ∠BAC).

9. Пусть AM — медиана ∆ABC. CD — симедиана, поэтому ∠MAC =
= ∠DCB. В силу вписанности ∠DCB = ∠EAB, а ∠DBA = ∠BAC.
Итак, треугольник ABD подобен ∆ABC (оба равнобедренные, а
углы при основаниях BCA и ABD равны), а AF наклонена к AB
под тем же углом, что и AM к AC. Поэтому AF — медиана ∆ADB.

10. Используйте равенство
AB2

AC2
=
AB ·BD
AC · CD

, выполнение которого, с
одной стороны, означает гармоничность четырёхугольника по опре-
делению, а с другой — влечёт совпадение AD с симедианой в силу
теоремы 6.3.1.
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11. Достаточно использовать теорему об отношении, в котором биссек-
триса треугольника делит противолежащую сторону.

12. Гармоничность четырехугольника BAFC следует из того обстоя-
тельства, что FD — биссектриса ∠AFC. Докажите этот факт, про-
длив FD за точку D до пересечения с окружностью и сравнив
соответствующие дуги. Ортогональность EF и FD означает, что
продолжение FD за точку D даёт диаметр окружности.

13. AA1 — медиана, а AP — симедиана, четырёхугольник ABPC — гар-
монический. Докажите и используйте полезную лемму: для сере-
дины A1 отрезка BC оказывается, что ∠AA1C = ∠CA1P = ∠ABP .
Возьмём точку Y на дуге BC и опишем окружность около ∆A1PY .
Пусть AY пересекает BC в точке X ′. Тогда ∠ACP = ∠AY P =
= 180◦ − ∠ABP = 180◦ − ∠PA1C, поэтому PA1XY — вписанный.
Поэтому X и X ′ совпадают.

14. AC и BD антипараллельны, поэтому медиана PK треугольника
APC — симедиана ∆BPD (и аналогично для отрезка QN). Оста-
ётся выразить ∠PKQ и ∠PNQ через α = ∠KPB = ∠KPD, β =
= ∠CQN = ∠DQK и углы четырёхугольника.

15. В силу равнобедренности из ∠PAB = ∠PBC следует ∠PAC =
= ∠PBC. Окружность, описанная около ∆APB, касается AC и
BC. Прямая PC — симедиана ∆APB, а PM — медиана этого тре-
угольника. Поэтому ∠APM = ∠BPK = 180◦ − ∠BPC.

16. Пусть точка P принадлежит рассматриваемому множеству. Опи-
шем окружность около ∆PBC и проведём AP до второй точки
пересечения S с этой окружностью. Тогда ∠SPC = 180◦ − ∠CPA
как смежные, откуда ∠BPM = ∠CPS, и PS — симедиана ∆BPC.
Поэтому

PB2

PC2
=
SB

SC
=
DB sin∠SDB
DC sin∠SDC

=
DB sin∠PCB
DC sin∠PBC

=
DB · PB
DC · PC

.

Четырёхугольник PDBC — гармонический. Если окружность вы-
брать (изменением положения P ) так, что AB и AC — касательные
к ней, то все точки дуги BC внутри треугольника — подходящие.
Если же точка пересечения касательных к проведённой окружно-
сти в точках B и C есть A1 6= A, то из равнобедренности ∆BA1C
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и ∆BAC точки A, A1 и M лежат на одной прямой. Несложно про-
верить, что все точки P на медиане AM также подходят.

17. Из подобия получаем, что OA1 ·OA2 = OA2 = OB2 = OB1 ·OB2, и
поэтому ∆OA1B и ∆OBA2 подобны. Тогда ∠OBA2 = 90◦. Поэтому
AA2 — симедиана ∆ABC.

18. Воспользуйтесь подобием ∆ABX и ∆CAX. Расстояния от точки
X до сторон AB и AC относятся как длины самих этих сторон.

19. Ясно, что AS — симедиана в треугольнике APQ. ПустьM — точка
пересечения AB с PQ. ТогдаMP 2 = MB·MA = MQ2, AM — меди-
ана. Точка H лежит на описанной окружности ∆PQA, поскольку
∠PBQ + ∠PAQ = 180◦, а ∠PHQ = ∠PBQ в силу осевой симмет-
рии. Но ∠HAQ = ∠HPQ = ∠BPQ = ∠PAB = ∠QAS.

20. AP — медиана ∆ABC, поэтому нужно доказать, что AQ — симе-
диана. Покажите, что расстояния от точки Q до прямых AB и AC
относятся как длины отрезков AB и AC. Докажите и используйте

подобие ∆BQM и ∆NQC с коэффициентом k =
AB

AC
.

21. Будем считать, что радиус ω2 меньше радиуса ω1 (случай рав-
ных радиусов остаётся читателю), касательная T1T2 пересекается
с O1O2 в точке P , а K1K2 — вторая общая внешняя касательная.
Заметим, что BP — симедиана ∆T2K2B, а BS2 — его медиана,
поэтому ∠T2BS2 = ∠PBK2 = α.

Для точек пересечения X и Y луча PA с ω1 и ω2, очевидно,
PX

PA
=

=
PA

PY
, тогда из PT 2

1 = PA ·PY и PT 2
2 = PA ·PX мы можем полу-

чить PA2 = PT1 ·PT2, поэтому PA касается описанной окружности
∆AT1T2.
Остаётся подсчитать углы. В качестве простой леммы с помощью

подсчёта углов докажите, что ∠T1BT2 =
1

2
∠O1BO2. Вторая лемма

состоит в том, что ∠S1BA = ∠S2BA. Далее,

∠S2BT2 (симедиана) = ∠PBK2 (симметрия) =

= ∠PAT2 (касательные) = ∠PT1A (дуга T1A) = ∠T1BA = α.

Теперь ясно, что ∠T1BT2 = α + ∠ABT2 = ∠T2BS2 + ∠ABT2 =
= ∠ABS2.
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22. Задача состоит в доказательстве гармоничности четырёхугольника
ABFC, т. е. доказательстве, что AF — симедиана ∆ABC. Докажи-
те, что ∠MEA = 90◦, поэтому диаметр EX пересекается с лучом
HM на окружности в точке X. ЧетырёхугольникMDEA вписан в
окружность, поэтому ∠MAE + ∠MDE = 180◦. Для случая, когда
D попала на MC, а не на MB:

∠MAC + ∠CAE = ∠MAE = 180◦ − ∠MDE = 180◦ − ∠BDE =

= ∠BED + ∠EBD = ∠BEF + ∠CBE = ∠BAF + ∠CAE,

откуда ∠MAC = ∠BAF . Случай D на отрезке BM аналогичен.
Вместо разбора случаев можно использовать ориентированные
углы.

23. AT — симедиана ∆ABC. ПустьM — середина BC. Тогда ∠BAT =
= ∠CAM , ∠TBA = 180◦ − ∠ACB. Из теоремы синусов

BT

AT
=

sin∠BAT
sin∠TBA

=
sin∠CAM
sin∠ACB

=
CM

AM
,

откуда
TC1

AT
=
MC

AM
. Из вписанности четырёхугольника AMTS сле-

дует, что ∠ATC1 = ∠AMC, откуда ∆ATC1 ∼ ∆AMC. Аналогично
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доказывается, что ∆ABM ∼ ∆AB1T .

К разделу 6.4, стр. 196

1. Достаточно проверить, что при симметрии прямой относительно
внутренней и внешней биссектрис некоторого угла (прямая про-
ходит через вершину этого угла) получатся одинаковые прямые.
Это можно сделать подсчётом всех углов между рассматриваемы-
ми прямыми.

2. Точки O, P , H1 и H2 лежат на одной окружности, поскольку l1 ⊥
⊥ PH1 и l2 ⊥ PH2. Используя этот факт, получаем в ориентиро-
ванных углах ∠(l3, H1H2) = ∠(l3, l1) + ∠(l1, H1H2) = ∠(l2, OP ) +
+ ∠(OP,PH2) = ∠(l2, PH2) = 90◦.

3. Пусть B2 и C2 — проекции точки P на AC и AB соответственно.
B2C2 — средняя линия в треугольнике PB1C1, поэтому B1C1 ‖
‖ B2C2. В силу симметрии AB1 = AP = AC1, при этом изогональ
к AP перпендикулярна B2C2 (см. задачу 2), а значит, она перпен-
дикулярна и B1C1. Таким образом, изогональ к AP является ме-
дианой, биссектрисой и высотой в равнобедренном ∆AB1C1.

4. Рассмотрите образ центра описанной окружности треугольника при
изогональном сопряжении.

5. Если точка не лежит на внутренней или внешней биссектрисе какого-
либо угла треугольника, то она не может перейти в себя. Значит,
только центры вписанной и вневписанных окружностей могут пе-
рейти в себя.

6. Оба пункта достаточно просто решаются подсчетом ориентирован-
ных углов (их применение избавляет от необходимости опираться
на конкретную картинку и рассматривать разные случаи).

7. Пусть A1, B1 и C1 — точки касания эллипса со сторонами BC, CA и
AB треугольника, а A2, B2 и C2 — точки, симметричные F1 относи-
тельно сторон треугольника (т. е. A2B2C2 — удвоенный педальный
треугольник точки F1). В силу оптического свойства эллипса (см.
задачу 20 в разделе 4.1) ∠AC1F1 = ∠BC1F2, и поэтому точки F2, C1

и C2 лежат на одной прямой. Аналогично на одной прямой лежат
точки F2, B1 и B2. Тогда, поскольку сумма расстояний от любой
точки эллипса до фокусов постоянна,
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F2C2 = F2C1 + C1C2 = F2C1 + F1C1 =

= F2B1 + F1B1 = F2B1 +B2B1 = F2B2.

Проводя аналогичные выкладки для другого угла треугольника,
получим F2A2 = F2B2 = F2C2, т. е. F2 — центр описанной окружно-
сти удвоенного педального треугольника точки F1. Поэтому точки
F1 и F2 изогонально сопряжены относительно треугольника ABC
(см. задачу 3).

8. Пусть даны треугольник ABC и изогонально сопряженные точки
P и Q. Точки A1, B1 и C1 — проекции точки P , а A2, B2 и C2 —
проекции точки Q на прямые BC, CA и AB. Поскольку AP и AQ —
изогонали угла BAC, в силу подобия:

AB1

AC1
=
AC2

AB2
⇒ AB1 ·AB2 = AC1 ·AC2.

Значит, точки B1, B2, C1, C2 лежат на одной окружности. Анало-
гично четверки точек A1, A2, C1, C2 и A1, A2, B1, B2 лежат на
окружностях (каждая — на своей. После этого достаточно заме-
тить, что серединные перпендикуляры к A1A2, B1B2 и C1C2 про-
ходят через середину отрезка PQ.

9. Обозначим ∠CAB = α, ∠ABC = β, ∠BCA = γ и введем функ-

цию f(x) =
sinx

sin(α− x)
· sinx

sin(β − x)
· sinx

sin(γ − x)
на полуинтервале

[0,min(α, β, γ)). Функция f — непрерывная и монотонно возраста-
ющая от 0 до +∞. Значит, существует единственное значение x∗

такое, что f(x∗) = 1. По теореме Чевы в качестве углов PAC и
QAB подойдёт ровно один угол, равный x∗. Отсюда же сразу по-
лучаем ∠PAC = ∠QAB, ∠PBA = ∠QBC, ∠PCB = ∠QCA, т. е.
точки P и Q изогонально сопряжены относительно треугольника
ABC.

10. Пусть P — точка, изогонально сопряженная точке T . Точка T яв-
ляется центром описанной окружности удвоенного педального тре-
угольника APBPCP точки P (AP есть точка, симметричная точке
A относительно прямой BC и т. д.). Поскольку AT ⊥ BPCP , BT ⊥
CPAP , CT ⊥ APBP и попарные углы между прямыми AT , BT , CT
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равны 120◦, все углы треугольника APBPCP равны 60◦. Поэтому
APBPCP — правильный треугольник. Значит, APT ⊥ BPCP . Но
AT ⊥ BPCP , а значит, точки A, T и AP лежат на одной прямой.
Пусть ATBTCT — удвоенный педальный треугольник точки T (AT
есть точка, симметричная точке A относительно прямой BC и т. д.).
Тогда ATTPAP — равнобедренная трапеция, поэтому прямые APT
(совпадает с AT ) и ATP симметричны относительно прямой BC.
Таким образом, все отраженные прямые, описанные в условии за-
дачи, проходят через точку P .

11. Обозначим проекции точки M на прямые AB, BC и CA через
CM , AM и BM соответственно. Эти точки являются центрами трёх
окружностей, описанных в условии задачи. Поэтому согласно за-
даче 2 этого раздела изогональ к прямой AM относительно угла
BAC перпендикулярна прямой BMCM . При этом в силу подобия
точка A лежит на радикальной оси окружностей, построенных на
отрезках BPBQ и CPCQ как на диаметрах.
Аналогичную конструкцию можно встретить в задаче 8 этого
раздела.

12. Пусть P — точка, изогонально сопряженная точке D относитель-
но треугольника ABC. Поскольку ∠A = ∠D в четырёхугольнике
ABCD, ∠PAC = ∠PCA. Значит, PA = PC, а PM — медиана и
высота в равнобедренном треугольнике APC. Остаётся воспользо-
ваться результатом задачи 8 для треугольника ABC и пары изого-
нально сопряженных точек D и P .

13. Пусть D — точка пересечения прямых BP и CQ. Тогда в четы-
рёхугольнике ABCD равны углы B и C, после чего достаточно
воспользоваться результатом предыдущей задачи.

14. Воспользуйтесь теоремой об изогоналях, взяв в качестве вершины
угла точку HA.

15. Заметим, что в условии уже есть проекции точки P на две сторо-
ны и середина стороны. Добавим еще точку A1 — проекцию точки
P на сторону BC. Таким образом можно построить конструкцию
из задачи 12 (для случая невыпуклого четырехугольника ABPC).
Останется доказать равенство хорд в окружности, проходящей че-
рез A1, B1, C1, M .
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16. Докажите, что CD имеет фиксированную длину. Это означает, что
углы треугольника COD тоже фиксированы. Далее покажите, что
CP и DP пересекают ω1 в фиксированных точках, а угол между
этими двумя прямыми постоянен.

17. Пусть ABCD — не параллелограмм и не, умаляя общности, прямые
AB и CD пересекаются. Обозначим их точку пересечения через T ,
а точку пересечения изогоналей к AP , BP и CP через Q. Тогда
P и Q изогонально сопряжены относительно треугольника BCT .
Поскольку TP и TQ — изогонали угла ATD, P и Q изогонально
сопряжены относительно треугольника ATD, а значит, изогональ
к DP проходит через Q, что и требовалось.

18. Воспользуйтесь рассуждениями, аналогичными приведённым в за-
даче 8.

19. Рассмотрите четырехугольник ABQD. В нем ∠AIB+∠QID = 180◦

(это можно получить подсчетом углов). Совпадающие прямые AI
и AP — биссектрисы угла A. Прямые DP и DI — пара изогона-
лей. Значит, в четырёхугольнике ABQD точки I и P изогонально

сопряжены. Тогда ∠ABP = ∠QBI ⇒ ∠PBQ =
1

2
∠ABC.

20. Рассмотрите описанный четырёхугольникABNC, где точкаN стре-
мится к точке M с внешней стороны треугольника ABC. Пусть
I ′ — центр вписанной окружности четырёхугольника ABNC, а I ′1 и
I ′2 — центры вписанных окружностей треугольников ABN и ACN

соответственно. Тогда ∠I ′1AI ′2 =
1

2
∠BAC. Согласно предыдущей

задаче ∠I ′1NI ′2 =
1

2
∠BNC. При стремлении N →M также I ′ → I,

I ′1 → I1, I ′2 → I2. Тогда, с одной стороны, угол I ′1NI ′2 стремится к

углу I1MI2, а с другой стороны — к
1

2
∠BMC = 90◦.

К разделу 6.5, стр. 205

1. 36− 36
√

3i = 72
(

cos
π

3
− i sin

π

3

)
= 72e−iπ/3.

2. Формула Муавра доказывается по индукции после проверки того
факта, что при умножении комплексных чисел аргументы склады-
ваются. Приведённая формула для корня даёт лишь одно значение
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из n штук.
3. Приведите числитель и знаменатель к экспоненциальной форме и

сократите по отдельности дробь, равную отношению модулей, и
дробь — отношение экспонент.

4. Доказательство заключается в раскрытии соответствующих ско-
бок.

5. В формуле Муавра cosnϕ+i sinnϕ = (cosϕ+i sinϕ)n правую часть

раскройте по формуле бинома Ньютона:
n∑
k=0

Ckni
k sink ϕ cosn−k ϕ, где

Ckn =
n!

k!(n− k)!
. Взятие действительной и мнимой частей с обеих

сторон равенства даёт нужные формулы:

cosnϕ = C0
n cosn ϕ− C2

n cosn−2 ϕ sin2 ϕ+ C4
n cosn−4 ϕ sin4 ϕ− . . .

sinnϕ = C1
n cosn−1 ϕ sinϕ−C3

n cosn−3 ϕ sin3 ϕ+C5
n cosn−5 ϕ sin5 ϕ−. . .

6. Корни n-ой степени из единицы имеют вид e2πni/k, их сумму, рав-
ную нулю, можно вычислить по формуле для суммы геометриче-
ской прогрессии.

7. Систему координат выберите так, чтобы вершины n-угольника ле-
жали в точках R, Rz, Rz2, . . . , Rzn−1, z = e2πi/n. Сумма квадратов

расстояний
m−1∑
k=0

(Rzk − p)(Rzk − p) равна n(R2 + d2), при её под-

счёте следует использовать равенство нулю суммы всех корней из
единицы (всех n штук различных степеней числа z).

8. Доказательство состоит в раскрытии скобок. Сумма квадратов диа-
гоналей:

(c− a)(c− a) + (b− d)(b− d).

Сумма квадратов средних линий:(
a+ b

2
− c+ d

2

)(
a+ b

2
− c+ d

2

)
+

(
b+ c

2
− a+ d

2

)(
b+ c

2
− a+ d

2

)
.

9. Запишите a = ax + iay и b = bx + iby и проверьте, что ab + ba =
= 2axbx + 2ayby.



371 Указания и подсказки

10. Радиусы-векторы с комплексными координатами a и b коллинеар-
ны, если и только если их главные аргументы равны или отличают-

ся на π:
a

|a|
= ± b

|b|
= ±eiϕ. Это равносильно соотношению

a

b
=
a

b

или вещественности числа
a

b
.

11. Радиусы-векторы с комплексными координатами a и b ортогональ-
ны, если и только если ~a · ~b = 0. Из задачи 9 ортогональность

равносильна ab = −ba, т. е. a
b

= −a
b
(иначе говоря, тому, что веще-

ственная часть числа
a

b
равна нулю).

12. Это прямое следствие соответствующей формулы для векторов.

13. Все 4 числа в числителях и знаменателях представьте в экспонен-
циальной форме. Затем заметьте, что «сокращение» всех комплекс-
ных экспонент равносильно равенству углов между стороной и диа-
гональю четырёхугольника, «опирающихся» на одну и ту же сто-
рону — в точности стандартный критерий вписанности четырёх-
угольника.

14. Критерий коллинеарности из задачи 10 запишите в форме a(b−c)+
+ b(c−a) + c(a− b) = 0, затем зафиксируйте точки a и b и считайте
комплексное число c = z переменным. Для точек a и b на единичной
окружности zz = 1 комплексное сопряжение совпадает со взятием

обратного: a =
1

a
и b =

1

b
. Это ведёт к упрощению формулы до

указанной в условии.

15. Решите систему уравнений

{
z + abz = a+ b,

z + cdz = c+ d.

16. Используйте a =
1

a
, b =

1

b
, c =

1

c
, d =

1

d
и критерий ортогонально-

сти из задачи 11: соотношение в нём существенно упрощается.

17. Формула из задачи 15 упрощается с учётом ab = −cd.
18. Прямую, не содержащую точку 0, задаём ортогональной проекцией

p начала координат на эту прямую: точка с координатой z лежит
на этой прямой тогда и только тогда, когда

p

p
= −p− z

p− z
, согласно

критерию ортогональности.
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19. Решите систему уравнений

{
az + za = 2,

bz + zb = 2.
Учтите, что точки a и

b лежат на единичной окружности zz = 1.
20. Пусть продолжения высот треугольника из вершин A, B и C пере-

секают описанную окружность в точках A1, B1 и C1 соответствен-
но. Для комплексных координат этих точек a1, b1 и c1 из критерия
ортогональности точек на единичной окружности zz = 1 находим

a1 = −bc
a
, b1 = −ca

b
, c1 = −ab

c
. По формуле пересечения секущих

AA1 и BB1 находим h =
a+ a1 − b− b1
aa1 − bb1

=
ab+ bc+ ca

abc
=

1

a
+

1

b
+

1

c
.

Остаётся перейти к комплексно сопряжённым числам.

21. Сразу следует из формул h = a+b+c и g =
1

3
(a+b+c) с учётом того,

что центр описанной окружности помещён в начало координат.
22. Для ∆ABC, вписанного в окружность zz = 1, h = a + b + c, a1 =

=
b+ c

2
(A1 — середина BC), A1 — середина HX, откуда X имеет

комплексную координату (−a).
23. Пусть a, b, c, d — точки касания со вписанной окружностью. То-

гда вершины находятся в точках
2ab

a+ b
,

2bc

b+ c
,

2cd

d+ c
и

2da

a+ d
. Сере-

дины диагоналей находятся в полусуммах противоположных пар
вершин, а центр окружности — в начале координат. Примените
критерий коллинеарности.

24. Пусть точки a, b, c, d, e, f — вершины шестиугольника, располо-
женные на окружности в указанном порядке. По формуле для точ-

ки пересечения секущих находим точки
a+ b− d− e
ab− de

,
b+ c− e− f
bc− ef

,

c+ d− f − a
cd− fa

. Остаётся использовать критерий коллинеарности для

этих трёх точек.

25. Треугольники подобны если и только если
c1 − a1

b1 − a1
=
c2 − a2

b2 − a2
.

26. Числа z1 = a − b, z2 = b − c и z3 = c − a должны быть набором из
всех корней третьей степени из некоторого комплексного числа. В
многочлене (z−z1)(z−z2)(z−z3) коэффициент при z2 равен нулю.
Раскрыв скобки, приходим к тому, что ∆ABC равносторонний если
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и только если z1z2 + z2z3 + z3z1 = 0. Остаётся доказать, что это
равенство эквивалентно требуемому.

27. Введите четыре комплексных числа для вершин ABCD, найдите
комплексные координаты W , X, Y и Z, затем используйте крите-
рий ортогональности (задачу 11).

28. В естественных обозначениях (комплексные координаты точек — те

же буквы, что и в именах точек, но прописные): q = −ac
m

, p = −ab
m

.

Комплексное сопряжение величины
b+ ac/m

c+ ab/m
=
mb+ ac

mc+ ab
приводит

к этой же величине.

29. Для окружности zz = 1 и точки A с комплексной координатой
a + 0i постройте секущую PQ, проходящую через A, а затем най-

дите точку пересечения касательных
2pq

p+ q
. Поскольку P , A, Q ле-

жат на одной прямой,
p− a
p− a

=
a− q
a− q

. Используя p =
1

p
, q =

1

q
и

a = a, преобразуйте выражение к виду a =
p+ q

pq + 1
. С учётом этого

наблюдения несложно проверить, что Re

(
2pq

p+ q

)
=

pq + 1

pq
=

1

a
,

абсцисса точки пересечения касательных всегда одна и та же.

30. Если векторы
−−→
AB и

−→
AC имеют комплексные координаты b и c,

точка A расположена в начале координат, то точка E имеет коор-
динаты (−ib), G имеет координаты ic, и остаётся проверить, что
b+ c

2
и i(b+ c) ортогональны.

31. В обозначениях предыдущей задачи точка D имеет комплексную
координату a+ (c− a)i, точка F имеет координату b+ (c− b)(−i),

откуда
1

2
(d+ f) =

a+ b

2
+
i

2
(b− a).

32. Пусть эта окружность единичная, а касательные к ней проведены
в точках i, (−i) и некоторой точке z. Тогда точки A и B имеют ком-

плексные координаты
2iz

i+ z
и
−2iz

z − i
. Остаётся применить критерий

ортогональности.

33. В уравнении окружности α(x2 + y2) + βx+ γy + δ = 0 перейдите к
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комплексным координатам по формулам x2 +y2 = zz, x =
1

2
(z+z),

y =
1

2i
(z − z). В полученном уравнении удобно подставить вместо

z величину
1

z
.

34. Докажите в качестве леммы, что основание перпендикуляра из точ-
ки m на прямую, проходящую через точки a и b, если все три точки
m, a и b лежат на единичной окружности zz = 1, вычисляется по

формуле z =
1

2
(a+ b+m− abm). Для окружности zz = 1 выберите

диаметр AB так, чтобы A лежала в точке (−1), а B — в точке 1.

Выразим точку x через s и t: x =
1

2
(s + t + (−1) − (−1)s/t). Про-

верьте, что квадрат расстояния от точки (−1/2) до точки
s+ t

2
есть∣∣∣∣1 + s+ t

2

∣∣∣∣2 = αRex+β с некоторыми вещественными константами

α и β. Поскольку X всегда лежит на PQ с фиксированной абсцис-
сой, Rex также постоянная величина.

35. Пусть Oi — центры часов, Mi — концы их минутных стрелок в тот
момент, когда они были вершинами квадрата, Ki — концы этих
же минутных стрелок в другой момент времени, i = 1, . . . , 4. Ком-
плексные координаты этих точек обозначим строчными буквами с
теми же индексами. Далее мы будем считать, что вращение про-
исходит на угол ϕ против часовой стрелки, чтобы записывать по-
ворот в виде eiϕz, а не e−iϕz. Проследим за движением стрелок с
номерами 1, 2 и 3:

k1−o1 = eiϕ(m1−o1), k2−o2 = eiϕ(m2−o2), k3−o3 = eiϕ(m3−o3).

По условию o1 − o2 = i(o3 − o2) и m1 −m2 = i(m3 −m2). Тогда

k1−k2 = −(k2−o2)+(o1−o2)+(k1−o1) = −eiϕ(m2−o2)+i(o3−o2)+

+eiϕ(m1−o1) =
(
eiϕ(o2−m2)+eiϕ(o1−o2)+eiϕ(m1−o1)

)
+
(
i(o3−o2)−

−eiϕ(o1 − o2)
)

= eiϕ(m1 −m2) + i
(
(o3 − o2)− eiϕ(o3 − o2)

)
=

= ieiϕ(m3−m2)+i(o3−o2)
(
1−eiϕ

)
= i
(
eiϕ(m3−m2)+(1−eiϕ)(o3−o2)

)
;
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k3−k2 = −(k2−o2)+(o3−o2)+(k3−o3) = −eiϕ(m2−o2)+(o3−o2)+

+eiϕ(m3−o3) =
(
eiϕ(o2−m2)+eiϕ(o3−o2)+eiϕ(m3−o3)

)
+
(
(o3−o2)−

−eiϕ(o3 − o2)
)

= eiϕ(m3 −m2) + (1− eiϕ)(o3 − o2);

Итак, k1 − k2 = i(k3 − k2), следовательно, K1, K2, K3 — последо-
вательные вершины квадрата. Аналогично исследуется положение
точки K4.

К разделу 6.6, стр. 212

1. Пусть A1, B1 и C1 — проекции точки P на прямые BC, CA
и AB, содержащие стороны данного треугольника ABC, со-
ответственно. Не умаляя общности рассуждений, можно счи-
тать, что P лежит на дуге BC. Соединив точку A1 с точками
B1 и C1, докажите, используя три вписанных четырёхугольни-
ка ABPC, BPA1C1 и CA1PB1, что равны ∠BA1C1 и ∠CA1B1.

i.

Проведите рассуждения из решения первого пункта в обрат-
ном порядке.

ii.

2. Пусть A1, B1 и C1 — середины отрезков PA, PB и PC; Oa, Ob и
Oc — центры описанных окружностей ∆BCP , ∆ACP и ∆ABP . Ис-
пользуя результат задачи 1 ii, докажите, что P лежит на описанной
окружности ∆OaObOc.

3. Опустите перпендикуляры из точки P на прямые BC и AC. Нуж-
ная окружность — окружность с диаметром PC. На ней лежат
основания A1 и B1 указанных перпендикуляров. При этом хорда
A1B1 имеет фиксированную длину.

4. Если A1 и B1 — основания перпендикуляров, опущенных из P на

прямые BC и AC, то ∠(A1B1, PB1) = ∠(A1C,PC) =
1

2
` PB (углы

ориентированные).
5. Пусть прямые AC и PQ пересекаются в точке M , а PB1 и CA1 —

высоты ∆MPC. Тогда A1B1 — прямая Симсона точки P относи-
тельно ∆ABC. Осталось подсчитать углы.

6. Воспользуйтесь тем, что точка, симметричная ортоцентру треуголь-
ника относительно стороны, лежит на описанной окружности, а
также результатом предыдущей задачи.
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7. Гомотетия с центром в ортоцентре H и коэффициентом
1

2
перево-

дит описанную окружность в окружность девяти точек.

8. С помощью теоремы синусов от XZ = XY перейдите к равен-

ству BF sin∠B = CF sin∠C. Это эквивалентно
AC

BC
=

sin∠B
sin∠C

=

=
sin∠CAF
sin∠BAF

=
FY

FZ
. Это и означает, что F лежит на симедиане.

9. Докажите, что точки D и X лежат на описанной окружности тре-
угольника ABC, а ` и `1 — их прямые Симсона. Осталось восполь-
зоваться результатом задачи 5.

10. Воспользуйтесь результатами задач 1 ii и 6.

11. Середина K отрезка RS — проекция центра O окружности ω2 на
прямую RS. Точки P , Q и K лежат на прямой Симсона точки O.

12. Для треугольника HEC точка D лежит на его описанной окруж-
ности, а Q, R, S — точки на прямой Симсона. Аналогичное верно
и для точек P , Q и R при выборе D на описанной окружности
∆BFH.

13. Докажите, что вторые точки пересечения окружностей с диамет-
рами MA, MB и BC — основания перпендикуляров, проведённых
из точки M на прямые AB, BC, CA.

14. Воспользуйтесь теоремой о точке Микеля и задачей, разобранной
во введении к этому разделу.

15. Если B1, C1 и D1 — проекции точки P на прямые AB, AC и AD,
то прямые B1C1, C1D1 и D1B1 являются прямыми Симсона точки
P относительно треугольников ABC, ACD и ADB. Проекции P
на прямые Симсона этих треугольников лежат на прямой Симсона
∆B1C1D1.

16. Проверьте, что

u1 =
1

2

(
a2 + a3 + u− a2a3

u

)
, u2 =

1

2

(
a1 + a3 + u− a1a3

u

)
,

u3 =
1

2

(
a1 + a2 + u− a1a2

u

)
.
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17. На единичной окружности zz = 1 рассмотрим точки с комплекс-
ными координатами a, b, c и d. Основания перпендикуляров, про-

ведённых из A на BC и CD, — это x =
1

2
(a + b + c − bca) и

y =
1

2
(a + c + d − cda). Направление прямой Симсона задаётся

числом 2(x − y) = (1 − ac)(b − c) = a(a − c)(b − c). Направление
прямой Эйлера ∆BCD задаётся числом b+ c+ d. Эти прямые пер-

пендикулярны, поскольку число
a(a− c)(b− d)

b+ c+ d
— чисто мнимое.

Это условие приводится после преобразований к симметричному
виду ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd = 0.

18. Четырёхугольник PBXZ впи-
сан, откуда XY ‖ MA. Ана-
логично UW ‖ AN . Тогда
∠XTW = ∠MAN . Но дуги PQ
иMN , заключённые между па-
раллельными прямыми, равны.

19. Перпендикулярность следует
из предыдущей задачи.

20. Можно считать, что описан-
ные окружности ∆ABC и
A1B1C1 совпадают. Пусть α =

= ∠(
−−→
OP,

−→
OA), β = ∠(

−−→
OP,
−−→
OB),

γ = ∠(
−−→
OP,

−−→
OC). Точки окруж-

ности с угловыми координата-

ми
α+ β + γ

2
,
−α+ β + γ

2
,

α− β + γ

2
,
α+ β − γ

2
можно взять в качестве точек P1, A1, B1, C1.

21. Пусть O1 и O2 — центры данных окружностей, P — середина O1O2,
Q — основание перпендикуляра, опущенного из P на одну из дан-
ных прямых, H1 и H2 — середины высекаемых этой прямой хорд
K1L1 и K2L2 длины 2d. Вычислив степени точки Q относительно
обеих окружностей, докажите, что Q лежит на их радикальной оси,
а затем воспользуйтесь результатом задачи 1 ii.

22. Пусть Ha, Hb, Hc и Hd — ортоцентры треугольников BCD, CDA,
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DAB и ABC. Прямые `a, `b, `c и `d проходят через середины отрез-
ков AHa, BHb, CHc и DHd (см. задачу 6). Их середины совпадают
с точкой H такой, что 2

−−→
OH =

−→
OA+

−−→
OB+

−−→
OC+

−−→
OD, где O — центр

окружности.
23. Пусть P ′a, P ′b и P

′
c — проекции точки P на прямые, содержащие сто-

роны треугольника ABC. Они лежат на прямой Симсона. Поэтому
точки Pa, Pb и Pc тоже лежат на одной прямой, проходящей в два
раза дальше от P , чем прямая Симсона. Аналогичное верно и для
Qa, Qb, Qc — точек, симметричных Q относительно сторон ∆ABC.
Обозначим полученные прямые через `p и `q. Точки A1, B1 и C1 —
точки пересечения пар прямых PQa и QPa, PQb и QPb, PQc и QPc.
Если прямая, параллельная `q, проходящая через P , пересекает `p
в точке X, а прямая, параллельная `p и проходящая через Q, пе-
ресекает `q в точке Y , то XY — прямая, на которой лежат A1, B1

и C1.
24. Пусть P , M , N — середины BD, CF и CG. Из условия следует,

что EM ⊥ CF , EN ⊥ CG. Рассмотрите гомотетию с центром C и

коэффициентом
1

2
. При этом точки A, F , G переходят в точки P ,

M , N , поэтому P , M , N лежат на одной прямой. Если P ′ — осно-
вание высоты из E на BD, то P ′, M , N лежат на прямой Симсона.
Проверьте, что либо P = P ′, либо E лежит на перпендикуляре к
биссектрисе. Во втором случае подсчитайте углы, а в первом всё
следует из того, что прямая Симсона PMN и прямая ` гомотетич-
ны.

25. Проанализируйте решение задачи 1 i и убедитесь, что оно без су-
щественных изменений проходит и в этом случае.

26. Центр O описанной окружности ∆ABC — хорошая точка. Исполь-
зуйте результаты задач 1 ii и 4 для доказательства того, что хоро-
ших точек не больше четырёх. При этом некоторые из этих точек
(кроме O) могут совпасть с вершинами треугольника ABC. С од-
ной вершиной это происходит при |∠B − ∠C| = 90◦, а с двумя — в
треугольнике с углами 30◦, 30◦ и 120◦.
Ответ: 2, 3 или 4 хороших точки.
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К разделу 6.7, стр. 218

1. Переведите аффинным преобразованием треугольник ABC в пра-
вильный. Для правильного треугольника можно использовать сов-
падение медиан, биссектрис, высот и серединных перпендикуляров.
Отношение, в котором точка пересечения медиан делит любую из
медиан, в правильном треугольнике можно найти, найдя подходя-
щий прямоугольный треугольник с углом 30◦.

2. Переведите аффинным преобразованием треугольник ABC в пра-
вильный и воспользуйтесь симметричностью чертежа относитель-
но прямой CM .
Задача уже рассматривалась в свете геометрии масс: см. задачу
6 раздела 5.1.

3. Переведите аффинным преобразованием параллелограмм ABCD в
квадрат. Или рассмотрите немного другое аффинное преобразова-
ние, при котором треугольники ABD и ACD переходят в правиль-
ные.
В связи с полученной в квадрате конструкцией см. также задачу
4 раздела 2.1.

4. Переведите аффинным преобразованием треугольник ABC в пра-
вильный треугольник A′B′C ′, а затем воспользуйтесь тем, что по-
ворот на 120◦ относительно точки пересечения медиан треугольни-
ка A′B′C ′ переводит весь чертёж в себя.
См. также задачу 12 раздела 5.1 о геометрии масс.

5. Переведите аффинным преобразованием треугольник ABC в пра-
вильный.

6. Переведите аффинным преобразованием треугольник ABC в пра-
вильный.

7. Переведите аффинным преобразованием параллелограмм в квад-
рат. Все три отношения, входящие в доказываемое равенство, со-
хранятся. Для квадрата можно использовать метод координат, по-
местив его вершины в точки (0, 0), (0, 1), (1, 0) и (1, 1).

8. Переведите аффинным преобразованием треугольник ABC в пра-
вильный треугольник A′B′C ′. С помощью поворота на 120◦ отно-
сительно точки пересечения медиан полученного правильного тре-
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угольника докажите, что ∆A′2B
′
2C
′
2 — тоже правильный. Отноше-

ние площадей при аффинном преобразовании сохранилось. Выра-
зите длину стороны треугольника A′2B

′
2C
′
2 через длину стороны

A′B′C ′ с помощью теоремы косинусов.

9. Переведите аффинным преобразованием треугольник ABC в пра-
вильный.

10. Переведите аффинным преобразованием треугольник ABC в пра-
вильный A′B′C ′ и выразите все три входящих в доказываемое со-
отношение отрезка через сторону правильного треугольника и угол
прямой, на которой лежат точки X ′, Y ′, Z ′, с одной из сторон этого
треугольника.

11. Переведите аффинным преобразованием треугольник ABC в пра-
вильный, после чего будет просто доказать, что CZ = YW .

12. Переведите аффинным преобразованием данную трапецию в рав-
нобедренную. Это можно сделать, переведя треугольник, образо-
ванный одним из оснований трапеции и двух боковых сторон, в
равнобедренный. Далее воспользуйтесь симметричностью чертежа
относительно прямой, проходящей через середины оснований тра-
пеции.

13. Переведите аффинным преобразованием данную трапецию в рав-
нобедренную.

14. Переведите аффинным преобразованием данную трапецию в рав-
нобедренную.

15. Сделайте аффинное преобразование так, чтобы треугольник ABC
перешёл в равнобедренный прямоугольный с вершинами A(1, 0),
B(0, 0), C(0, 1). Введите координаты точки D(x, y) и докажите тео-
рему в этом случае.

16. Переведите аффинным преобразованием параллелограмм AEFG в
квадрат с единичной стороной, задайте систему координат с нача-
лом в точке A и осями вдоль сторон квадрата, а также введите
точку C(x, y). Далее примените метод координат.

17. Переведите треугольник ABC в правильный. При таком преобразо-
вании треугольники A1B1C1 и B2C2A2 перейдут в равные, т. е. име-
ющие одинаковую площадь. Останется воспользоваться тем, что
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аффинные преобразования сохраняют отношения площадей.
18. Пусть A и B — произвольные точки плоскости, не лежащие на l.

Обозначим через A0 и B0 их проекции на прямую l, а через A′

и B′ — образы точек A и B при отображении f . Докажите, что
треугольники A0AA

′ и B0BB
′ подобны. Используйте сохранение

отношения векторов
−−→
A0A и

−−→
B0B при аффинном преобразовании.

Из указанного подобия следует, что AA′ ‖ BB′.
19. Переведите три последовательные вершины пятиугольника в рав-

нобедренный треугольник с углом 108◦. Докажите, что две остав-
шиеся вершины перешли именно в те точки, которые дополняют
данные три до правильного пятиугольника. Воспользуйтесь тем,
что диагонали остались параллельны сторонам пятиугольника.

20. Пусть прямая AH пересекает сторону BC в точке A′. Сначала аф-
финным преобразованием переведите треугольник AA′B в прямо-
угольный с прямым углом при образе вершины A′. После этого
примените сжатие к образу прямой BC так, чтобы перевести образ
H в ортоцентр.

21. Пусть на сторонах BC, CA, AB выбраны точки A1, B1, C1 соот-
ветственно так, что

AC1

C1B
=

2

3
,
BA1

A1C
= 3,

CB1

B1A
=

1

2
.

По теореме Чевы отрезки AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной
точке I. Предположим, что треугольник ABC и точку I можно пе-
ревести аффинным преобразованием в треугольник A′B′C ′ и точку
I ′ так, чтобы I ′ являлась центром вписанной окружности треуголь-
ника A′B′C ′. Но по свойству биссектрис треугольника (биссектриса
делит противоположную сторону в отношении длин соответствую-
щих сторон) мы получим, что

A′B′ : B′C ′ : C ′A′ = 6 : 3 : 2.

Для такого треугольника A′B′C ′ не будет выполнено неравенство
треугольника. Поэтому такого аффинного преобразования не су-
ществует.
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К разделу 6.8, стр. 226

1. Если точки A1 и B1 лежат на одной прямой, то утверждение оче-
видно. В противном случае воспользуйтесь подобием треугольни-
ков OA1B1 и OA2B2.

2. Если множество точек A при инверсии переходит во множество
точек B, то, конечно, и B при этой же инверсии переходит в A,
поэтому доказать достаточно одно из двух утверждений. Пусть
ω — окружность инверсии, а окружность α проходит через центр O
окружности ω (центр инверсии). Пусть O1 — центр α, а AO — диа-
метр этой окружности, A′ — образ A при инверсии относительно
ω. Проведём через точку A′ прямую ` перпендикулярно OA и по-
кажем, что ` есть образ α. Пусть луч OB пересекает α в точке B,
а ` в точке C. Тогда ∆OAB ∼ ∆OCA′, откуда OB ·OC = OA ·OA′,
поэтому B и C симметричны относительно ω.

3. Пусть для простоты окружность α с центром O1 лежит внутри
окружности инверсии ω с центром O и не проходит через O. Про-
ведём луч OO1, пересекающий α по хорде B1C1 (B1 лежит ближе к
O), построим точки B2 и C2, симметричные B1 и C1 соответствен-
но относительно ω. Построим на отрезке B2C2 как на диаметре
окружность β и покажем, что она есть образ α при рассматри-
ваемой инверсии. Проведём луч OM , пересекающий сначала α, а
затем β в точках N , A1, X, M в указанном порядке. Пусть об-
разом точки A1 является точка A2. Покажем, что она совпадает
с X. Четырёхугольники B1A1A2B2 и C1A1A2C2 вписаны, поэтому
∠C2A2A1 = ∠A1C1B1, ∠B2A2M = ∠A1B1B2, ∠C2A2B2 = 90◦, по-
этому A2 ∈ β и лежит на луче OM .

4. Пара прямых, не проходящих через центр инверсии, переходит в
окружности, пересекающиеся в центре инверсии. Очевидно, каса-
тельные к этим окружностям в центре инверсии параллельны ис-
ходным прямым, поэтому и углы между ними такие же. Если же в
некоторой точке пересекаются две окружности, то следует провести
касательные к этим окружностям в их точке пересечения и приме-
нить инверсию к обеим окружностям и обеим прямым. Образы этих
прямых также будут касаться образов окружностей, а углы между
образами прямых сохраняются. Остальные случаи (пара прямых,
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проходящих через центр инверсии и т. п.) оставляются читателю.
5. Чтобы показать, что пара точек B и C переходит в себя, сравните

расстояние от точки A до образов этих точек с расстоянием от A до
самих точек. Описанная окружность обязана переходить в прямую,
причём точки B и C лежат на этой прямой, поскольку эта пара то-
чек переходит в себя. Центр вписанной окружности I переходит
в центр вневписанной окружности IA, что видно из подобия тре-
угольников AIB и ACIA. Центр описанной окружности переходит
в точку, симметричную A относительно BC, поскольку ортоцентр
и центр описанной окружности изогонально сопряжены, а длина

высоты AH равна
AB ·AC

R
.

6. Оба преобразования являются обратными сами к себе, а результат
их композиции не зависит от порядка их применения (иначе говоря,
инверсия и указанная осевая симметрия коммутируют).

7. C1 и H переходят друг в друга, A1 и B переходят друг в друга, A
и B1 также переходят друг в друга.

8. Такая окружность α, конечно, обязана пересекать ω. Отметим, что
угол между касательными есть угол между прямыми, а он по опре-
делению острый или прямой. Рассмотрим, тем не менее, угол меж-
ду касательными, расположенный целиком вне окружностей (бу-
дем называть его внешним углом между касательными): такой угол
может быть и тупым. Если некоторая окружность α, пересекающая
ω, переходит при инверсии относительно ω в α′, то угол между α и
ω равен углу между α′ и ω, а внешние углы между этими окруж-
ностями дополняют друг друга до 180◦. Поэтому, если α осталась
на месте, то внешний угол между касательными к ней и ω равен
дополнению этого же угла до 180◦ (иначе говоря, смежные углы
между этими окружностями равны). Из тех же рассуждений сле-
дует и обратное: окружность, ортогональная ω, переходит в себя
при Iω.

9. Проведём окружность через A1 и A2 и произвольную секущую
B1B2, проходящую через O и отличную от A1A2. Тогда OA1 ·OA2 =
= OB1 · OB2, поэтому на окружности пары точек A1, B1 и A2, B2

переходят друг в друга, вершины четырёхугольника A1A2B2B1 ме-
няются местами, а его описанная окружность переходит в себя.
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10. ПустьM — середина дуги PQ, не содержащей точек касания A или
B с окружностью α. Сделаем инверсию относительно окружности
ω с центром в M и радиусом MQ. Тогда прямая PQ переходит в
окружность β, а α переходит в окружность, касающуюся и β и PQ
с центром на том же луче из точки M , что и был. Поэтому α пере-
ходит в себя при этой инверсии. Второй пункт задачи — следствие
ортогональности ω и α.

11. Сделаем инверсию относительно произвольной окружности с цен-
тром в точке A. Тогда k2 и k3 перейдут в параллельные прямые, а
k1 и k4 перейдут в касающиеся друг друга окружности, каждая из
которых касается одной из полученных из k2 и k3 прямых. Дока-
зательство коллинеарности всех трёх получившихся точек касания
оставляется читателю.

12. Инверсия относительно окружности с центром C переводит данные
4 окружности в прямые, содержащие стороны прямоугольника.

13. Пусть ωA — окружность с центром в A, проходящая через E, а
окружности ωB, ωC и ωD определены аналогично. Попарные точки
пересеченияW , X, Y , Z этих окружностей, отличные от E — в точ-
ности вершины четырёхугольника, вписанность которого требуется
показать. Сделаем инверсию относительно произвольной окруж-
ности с центром в точке E. Тогда введённые четыре окружности
перейдут в прямые, а образы A′, B′, C ′, D′ будут вершинами четы-
рёхугольника с перпендикулярными диагоналями. Докажите, что
окружность ωA перейдёт в серединный перпендикуляр к A′E, и
аналогично остальные три окружности перейдут в серединные пер-
пендикуляры к B′E, C ′E, D′E. Очевидно, что на новом чертеже
W ′X ′Y ′Z ′ — прямоугольник, и потому он вписан.

14. Сделайте инверсию относительно окружности с центром в точке O.

15. Пусть окружности с диаметрами AM и MB — ω1 и ω2, а Ω —
окружность с диаметром AB. Рассмотрим окружность γ с центром
в A, ортогональную Γ. Тогда при инверсии Iγ окружность Γ перехо-
дит в себя, ω1 и Ω переходят в касательные к Γ, перпендикулярные
AB, а ω2 переходит в окружность, касающуюся Γ и обеих получен-
ных прямых. При этом центр ω2 остаётся на прямой AB. Рассто-
яние от прямой AB до центра Γ после преобразования, очевидно,
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равно диаметру Γ.
16. Сделаем инверсию относительно окружности с центром в A радиу-

са AM . Очевидно (из прямоугольного треугольника AMC с высо-
той MB), что точка B перейдёт в точку C. Поэтому окружность α
перейдёт в прямую `, перпендикулярную AC и проходящую через
C. Ясно, что γ перейдет в прямую BM , а окружность δ, касающая-
ся α, γ и BM — в окружность, касающуюся γ, BM и `, т. е. её ради-
ус будет равен радиусу β. Одновременно с инверсией окружность δ
переводится в свой образ при указанной инверсии при помощи го-

мотетии с коэффициентом
CA

BA
. Поэтому, если обозначить AB = x,

BC = y, то радиус δ равен r =
xy

2(x+ y)
. Последнее выражение

симметрично по x и y.
17. Сделайте инверсию относительно окружности с центром в точке

A такого радиуса, чтобы она была перпендикулярна δk. Тогда δk
перейдёт в себя, α и γ — в прямые, перпендикулярные AC и ка-
сающиеся δk, а остальные δm и β перейдут в попарно касающиеся
окружности, при этом касающиеся тех же прямых α′ и γ′.

18. Сделайте инверсию относительно вписанной окружности ABCD.
При этом вершины A, B, C, D перейдут в середины сторон M ,
N , P , Q четырёхугольника, вершины которого — точки касания
ABCD с его вписанной окружностью. Докажите, что MNPQ яв-
ляется вписанным четырёхугольником и одновременно — паралле-
лограммом, поэтому это прямоугольник. Его стороны параллельны
отрезкам между точками касания противоположных сторонABCD,
о которых идёт речь в условии.

19. Пусть
−−−→
OM1 =

(
R

OM

)2

·
−−→
OM ,

−−→
ON1 =

(
R

ON

)2

·
−−→
ON . Тогда(−−−→

OM1−
−−→
ON1

)2
=

−2R4

OM2 ·ON2
(
−−→
OM ·

−−→
ON)+

R4

OM4
OM2 +

R4

ON4
ON2 =

=
R4

OM2
ON2

(−−→
OM −

−−→
ON

)2
.

Последний переход оставляется читателю.
20. Сделаем инверсию относительно произвольной окружности с цен-

тром в точке A. Четырёхугольник ABCD вписан ⇔ его вершины
лежат на одной окружности⇔ образы B′, C ′, D′ точек B, C, D ле-
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жат на одной прямой ⇔ B′C ′ + C ′D′ = B′D′. В противном случае
для длин отрезков B′C ′, C ′D′ и B′D′ можно записать неравенство
треугольника. Остаётся применить формулу преобразования рас-
стояний при инверсии.

21. Инверсия относительно окружности с центром в точке M сводит
решение задачи к тому, что для точек A′1, . . . , A′n, лежащих на од-
ной прямой, нужно записать A′1A′2 +A′2A

′
3 + . . .+A′n−1A

′
n = A′1A

′
n, а

затем применить формулу преобразования расстояний при инвер-
сии.

22. Эти три прямые переходят в окружности, касающиеся вписанной
внутренним образом, проходящие через её центр. Их точкам пе-
ресечения соответствуют образы вершин A, B, C — это середины
сторон серединного треугольника ∆ABC (треугольника, вершины
которого — середины сторон этого треугольника). Ясно, что ради-
ус описанной окружности такого треугольника также вдвое меньше
радиуса вписанной окружности ∆ABC.

23. При инверсии относительно вписанной окружности точки A, B,
C переходят в середины A′, B′, C ′ сторон серединного треуголь-
ника A1B1C1 (вершины которого — середины сторон ∆ABC), а
описанная окружность ∆ABC переходит в окружность девяти то-
чек ∆A1B1C1 c радиусом

r

2
. Такая инверсия переводит описан-

ную окружность в гомотетичную с коэффициентом подобия
r2

σ
, где

σ = R2 − d2 — степень точки I (точки пересечения биссектрис) от-
носительно описанной окружности ∆ABC (см. задачу 6.8.2, разо-

бранную во введении к этому разделу). Поэтому
r

2
=

r2

σ
R, что

равносильно требуемой формуле.

24. Решение аналогично предложенному в предыдущей задаче, но ин-
версию нужно сделать относительно вневписанной окружности. Ес-
ли P ∈ AB, Q ∈ AC и R ∈ BC — точки касания вневписанной
окружности с центром IB со сторонами треугольника ABC, то вер-
шины этого треугольника при такой инверсии переходят в середи-
ны сторон ∆PQR.

25. Инверсия относительно окружности с центром в общей точке дан-



387 Указания и подсказки

ных трёх окружностей сводит задачу к нахождению третьего угла
в ∆A′B′C ′ с известными двумя углами α и β.

26. Сделайте инверсию относительно описанной окружности ∆BIC
(на которой лежит также и точка X, а центр этой окружности
M есть середина дуги BC описанной окружности ∆ABC, не со-
держащей точку M). Описанная окружность ∆ABC переходит в
прямую BC, а точка A переходит в D. Окружность с диаметром
AX переходит в окружность с диаметром DX. Для точки P ′ вто-
рого пересечения окружности с диаметром DX с прямой BC оста-
лось показать, что ∠DP ′X = 90◦ = ∠DGX, откуда последует, что
P ′ = G.

27. Рассмотрите окружность ω и две симметричные относительно неё
точки A и B, а затем проведите через эти точки пару окружностей,
пересекающих ω. Обе окружности ортогональны ω. При инверсии
относительно какой-либо другой окружности построенные окруж-
ности, ортогональные ω, перейдут в окружности, ортогональные
ω′, и их точки пересечения также останутся симметричными.

28. Воспользуйтесь предыдущей задачей. Инверсия с центром вX отоб-
ражает ω в прямую, а окружности α1 и α2 должны перейти в сим-
метричные относительно ω′. В данном случае симметрия относи-
тельно прямой и означает равенство.

29. Точка O переходит в такую O′, что CO · CO′ = R2, а диаметраль-
ная точке C точка X переходит в X ′ такую, что (2CO) ·CX ′ = R2.
Но вся описанная окружность ∆ABC переходит в прямую, ортого-
нальную CO, проходящую через X ′. На этой прямой лежат и точки
A′ и B′, а X ′ — середина CO′.

30. Сделайте инверсию относительно окружности с центром в точке
P и используйте предыдущую задачу: A′B′, A′C ′ и B′C ′ есть се-
рединные перпендикуляры к PO′ABP , PO

′
ACP и PO′BCP . Для до-

казательства принадлежности O′ABP , O
′
ACP и O′BCP одной прямой

используйте прямую Симсона и гомотетию с центром P и коэффи-
циентом 2.

31. При указанной инверсии и симметрии окружность ω остаётся на
месте, поскольку описанная окружность Ω переходит в прямую
BC, а образ ω должен быть окружностью, касающейся BC и Ω,
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причём центр этой окружности лежит на той же биссектрисе. По-
скольку вторая точка пересечения ω и BC — середина BC (точка
M), а вторая точка пересечения ω и Ω — точка F , при компози-
ции указанной инверсии и симметрии эти точки меняются места-
ми. Поэтому углы с биссектрисой у лучей AF и AM одинаковы, эти
лучи изогональны, а AF — симедиана. Значит, ABFC — гармони-
ческий, и из соотношения сторон гармонического четырёхугольни-
ка BF : CF = 5 : 3. Из теоремы косинусов для ∆BFC несложно

найти длину обоих этих отрезков: BF = 5· 7√
19

, CF = 3· 7√
19

. Дли-

на AF теперь может быть найдена с помощью теоремы Птолемея:

AF =
30√
19

.

К разделу 6.9, стр. 236

1. Пусть E и F — точки пересечения продолжений противополож-
ных сторон четырёхугольника (возможно, лежащие на бесконеч-
ности). Переведите прямую EF на бесконечность, чтобы получить
параллелограмм. Аффинным преобразованием переведите парал-
лелограмм в квадрат. Все преобразования применимы к произволь-
ному четырёхугольнику и обратимы.

2. Проведите последовательно
прямые AC, KB, KD, EH,
FG. При этом оказываются
построены три соседние с
ABCD плитки (их стороны
проведены более толстой
линией).

3. Переведите на бесконечность
прямую FG. После преобразования B2A2 ‖ B1A1 и B2C2 ‖ B1C1.

Воспользуйтесь тем, что
PB2

PB1
=
PC2

PC1
=
PA2

PA1
, чтобы доказать, что

A2C2 ‖ A1C1.

4. Обозначьте через O1, O2 и O3 центры данных окружностей. Пусть
A1, B1 и C1 — попарные точки пересечения тех трёх общих внеш-
них касательных к парам окружностей, которые не пересекаются с
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треугольником O1O2O3. Биссектрисы треугольника A1B1C1 прохо-
дят через вершины треугольника O1O2O3 и пересекаются в одной
точке. Остаётся применить теорему Дезарга к этим двум треуголь-
никам.

5. Переведите на бесконечность две из трёх точек пересечения, а за-
тем (для случая, когда после преобразования `1 и `2 пересекаются
в точке P ) примените рассуждения, аналогичные приведённым в
задаче 3. Случай, когда после преобразования ещё и `1 ‖ `2, проще
уже рассмотренного.

6. Переведите на бесконечность прямую PQ, а затем сделайте аф-
финное преобразование, чтобы все точки оказались лежащими на
прямых, содержащих стороны квадрата (а какая-нибудь пара то-
чек — в его противоположных вершинах). Затем примените метод
координат или методы векторной алгебры.

7. Сделайте проективное преобразование, переводящее две из трёх то-
чек пересечения на бесконечность. Задача сведётся к следующей:
чевианы AA1, BB1, CC1 таковы, что A1B1 ‖ AB и A1C1 ‖ AC. При-
мените дважды теорему Фалеса 1.3.4, а затем теорему Чевы, чтобы
из обратной теоремы Фалеса 1.3.5 сделать вывод о параллельности
B1C1 и BC.

8. Проективным преобразованием переведите четырёхугольникABCD
в параллелограмм, а затем воспользуйтесь центральной симмет-
ричностью полученной конструкции.

9. Переведите прямую B1C1 на бесконечность. ABSC — параллело-
грамм, P лежит на бесконечно удалённой прямой и на BC, а RQ
параллельна BC, поэтому точка пересечения BC и RQ есть точка
P . Итак, P , Q и R лежат на одной прямой.

10. В этой задаче полезным оказывается так называемое отображе-
ние стереографической проекции. Приведём его описание. Пусть в
трёхмерном пространстве рассматривается плоскость π, заданная
уравнением z = −1, и сфера S, заданная уравнением x2+y2+z2 = 1.
Точку с координатами (0, 0, 1) назовём северным полюсом N этой
сферы. Стереографическая проекция — это отображение из S на
плоскость π (дополненную бесконечно удалённой точкой), сопо-
ставляющая произвольной точке P сферы S точку пересечения
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луча NP с плоскостью π, а северному полюсу N — бесконечно
удалённую точку.
Легко понять, что стереографическая проекция переводит окруж-
ности на сфере, проходящие через северный полюс, в прямые на
плоскости π (проведите плоскость через такую окружность и рас-
смотрите пересечение этой плоскости с π). Обратное также очевид-
но и доказывается тем же способом: прообразы прямых на плоско-
сти π суть окружности на S, проходящие через северный полюс.
Вовсе не очевидно, но оказывается верно, что стереографическая
проекция переводит всякую окружность на сфере S в окружность
или прямую на π, уже независимо от того, лежит ли на этой окруж-
ности северный полюс N .
Хотя доказательство этого утверждения и выходит за рамки кни-
ги, мы наметим один из возможных подходов к его обоснованию.
Стереографическая проекция переводит точку (x, y, z) на сфере

S = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 = 1} в точку
(

x

1− z
,

y

1− z

)
. Обрат-

ное отображение переводит точку (x, y) на плоскости в точку с ко-

ординатами
(

2x

1 + x2 + y2
,

2y

1 + x2 + y2
,

x2 + y2 − 1

1 + x2 + y2 + 1

)
на сфере S.

Всякую окружность на сфере S можно представить как пересече-
ние S с плоскостью, заданной уравнением Ax + By + Cz + D = 0,
где A2 + B2 + C2 6= 0. Для получения образа такой окружности
при стереографической проекции нужно подставить вместо коор-
динат x, y, z точек на сфере выражения через координаты точек
плоскости:

A

(
2x

1 + x2 + y2

)
+B

(
2y

1 + x2 + y2

)
+C

(
x2 + y2 − 1

1 + x2 + y2 + 1

)
+D = 0.

Оставшиеся технические детали оставляются самым упорным чи-
тателям, желающим довести всякое дело до логической точки и
ничего не упустить.
Указанное замечательное свойство стереографической проекции мы
используем для доказательства утверждения. Рассмотрим плоскость
α, на которой лежат окружность ω и прямая `, не имеющая с ω
общих точек (см. рисунок). Возьмём сферу, пересекающую α по
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окружности ω (представьте, что в α проделали круглое отверстие
и «вложили» в него сферу большего, чем у окружности ω, радиуса).
Теперь проведём через прямую ` плоскость γ, касающуюся сферы в
точке N . Сделаем стереографическую проекцию относительно по-
строенной сферы из точки N на плоскость β, параллельную γ и
проходящую через «южный полюс» этой сферы.

При этом ω, как окружность на сфере, перейдёт в окружность. За-
метим, что действие этой стереографической проекции и действие
центрального проектирования плоскости α на плоскость β из точки
N переводят окружность ω в одно и то же множество. Указанное
центральное проектирование и есть искомое проективное отобра-
жение, поскольку ` переходит в бесконечно удалённую прямую.

11. Возьмите какой-нибудь вписанный в ω четырёхугольник ABCD с
точкой пересечения диагоналей P . Затем постройте точки E и F
пересечения прямых, содержащих противоположные стороны этого
четырёхугольника, и переведите прямую EF на бесконечность с
сохранением окружности (воспользуйтесь предыдущей задачей).

12. Если точка P лежит вне окружности: переведите какую-нибудь
прямую, проходящую через P , но не пересекающую окружность, на
бесконечность таким образом, чтобы окружность перешла в окруж-
ность. Все секущие окружности, проходящие через P , параллель-
ны, ось симметрии полученной конструкции (за вычетом точек внут-
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ри и на окружности) — искомое геометрическое место точек.
Если точка P лежит внутри окружности: сделайте проективное
преобразование, переводящее окружность в окружность, а P пере-
водящее в центр этой окружности. Секущие, проходящие через P ,
суть диаметры, а касательные к окружности, проведённые в кон-
цах диаметра, параллельны. Такие пары диаметров пересекаются
на бесконечно удалённой прямой. Поэтому и до преобразования ис-
комое геометрическое место точек представляло собой прямую.

13. Сделайте проективное преобразование, переводящее окружность в
окружность, а точку пересечения двух из трёх прямых AA3, BB3

и CC3 в центр этой окружности. Покажите, что треугольник ABC
перешёл в равносторонний.

14. Проективным преобразованием переведите на бесконечность пря-
мую, проходящую через две из трёх указанных точек пересечения,
таким образом, чтобы окружность перешла в окружность. Полу-
чится вписанный в окружность шестиугольник, две пары проти-
воположных сторон которого параллельны. Доказательство парал-
лельности и третьей пары противоположных сторон можно прове-
сти, используя подсчёт вписанных углов.

15. Переведите на бесконечность прямую, проходящую через точку пе-
ресечения прямых BC и EF , а также через точку пересечения пря-
мых AB и DE, причём таким образом, чтобы вписанная окруж-
ность ABCDEF перешла в окружность. Теперь две из трёх диаго-
налей шестиугольника проходят через центр окружности. Соеди-
ните центр окружности O со всеми вершинами и всеми точками
касания и выпишите все пары равных вертикальных углов, обра-
зованных лучами из O в указанные точки. Тем самым покажите,
что O лежит и на третьей диагонали.

16. Сделайте проективное преобразование, переводящее окружность ω
в окружность, а точку пересечения диагоналей AC и BD в центр
этой окружности. ЧетырёхугольникABCD перейдёт в прямоуголь-
ник и одновременно в гармонический четырёхугольник, а поэтому
этот прямоугольник — квадрат.

17. Переведите проективным преобразованием описанный четырёхуголь-
ник в прямоугольник так, чтобы вписанная окружность перешла
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в окружность. Для него утверждение очевидно. Второй способ за-
ключается в применении теоремы Брианшона: утверждение задачи
есть её частный случай.

18. Пусть T есть пересечение прямых AD и CE, а O есть пересечение
прямых BT и AC. Сделайте проективное преобразование, перево-
дящее описанную окружность ∆ABC в окружность, а точку O в её
центр. Полученный треугольник ABC — прямоугольный, T лежит
на его медиане, и поэтому DE ‖ AC. Используйте то обстоятель-
ство, что ALMC — прямоугольник, а ALHE и DGMC вписанные.
Продолжите LH и MG за точки H и G соответственно до пересе-
чения в точке X и покажите подсчётом углов, что H, X, G и B
лежат на одной окружности.

19. Диаметр ω, проходящий через O и P , переходит в диаметр новой
окружности, а касательные в концах этого диаметра остаются па-
раллельными. Поэтому прямая, переведённая на бесконечность, па-
раллельна этим касательным.

20. При этом преобразовании на бесконечность отправляется в точно-
сти поляра точки P относительно окружности.

21. Проективным преобразованием переведите четырёхугольникABCD
в прямоугольник таким образом, чтобы Ω перешла в окружность.
Осталось доказать, что на новом чертеже IG и JH параллельны
диагонали ABCD.

К разделу 6.10, стр. 246

1. Если разбить эти четыре точки на две пары, то можно заметить,
что при одновременной перестановке точек в обеих парах двойное
отношение не изменится. Всего при перестановках точек может по-

лучиться 6 значений: 1− α, 1

α
.
α− 1

α
,

1

1− α
,

α

α− 1
, α.

2.
A′C ′

A′D′
:
B′C ′

B′D′
=

275

300
:

50

75
= 1,375 =

AC

AD
:
BC

BD
=

4− CD
4

:
2− CD

2
,

CD = 0,875 км.
3. После введения координат данных точек на прямой задача сводит-

ся к раскрытию скобок в выражениях (b−a)(c−d)− (d−a)(b− c) и
(b−m)(d−m)−(a−m)2 для m =

a+ c

2
и последующему сравнению
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получившихся выражений.

4. Введите координаты точек на прямой. В двойном отношении
m− a
m− b

:

:
p− a
p− b

= −1 первая дробь равна −1. Вторая не может быть равна

единице ни для какой точки p на прямой, но предельное значение
при стремлении p→∞ равно единице.

5. Это переформулировка теоремы о четырёхвершиннике.

6. Пусть C1B1 пересекается с BC в точке S, а с AA1 в точке R. По тео-
реме о четырёхвершиннике (S,R;C1, B1) = −1, A1(S,R;C1, B1) =
= (∞, A;X,Y ), что и требовалось. Случай, когда C1B1 ‖ CB, ана-
логичен (рассмотрите S =∞).

7. Очевидно,
−→
AC
−−→
AD

=
r

R
,
−−→
DB
−−→
CB

= −R
r
.

8. Это переформулировка предыдущей задачи.

9. i. Прямая DA — симедиана ∆K1K2D, поэтому четырёхуголь-
ник DK1CK2 — гармонический, т. е. (D,C;K1,K2) = −1. Спроек-
тируем эту гармоническую четвёрку из точки K2 на прямую AD:
K2(D,C;K1,K2) = (D,C;B,A) (проектирование точки K2 из точ-
ки K2 на прямую AD ведётся вдоль касательной K2A к окружно-
сти, что можно увидеть предельным переходом, проектируя точки
на окружности, близкие к K2). Обратное также верно: поляра есть
геометрическое место точек B, для которых четвёрка (D,C;B,A)
гармоническая (если проводить всевозможные лучи AD, пересека-
ющие окружность в точках C и D).
ii. Пусть X ′ — пересечение OX и поляры точки X, а Y ′ — осно-
вание перпендикуляра из X к OY . Тогда треугольники ∆Y X ′O и
∆XY ′O подобны, откуда XO : OY ′ = OY : OX ′, что и требовалось.

10. Это утверждение фактически доказано в одной из задач раздела
о проективных преобразованиях: все поляры точек, лежащих на
фиксированной прямой вне круга, проходят через одну и ту же
точку внутри круга (причем, очевидно, исходная прямая — поляра
полученной точки).

11. Пусть прямая PR пересекает AD и BC в точках X и Y соот-
ветственно. По теореме о четырёхвершиннике (A,D;Q,X) = −1



395 Указания и подсказки

и (B,C;Q,Y ) = −1. Поэтому X и Y лежат на поляре точки Q.
Аналогично показывается, что QR — поляра точки P . Наконец,
для того, чтобы доказать, что PQ — поляра точки R, примените
теорему из предыдущего пункта: поскольку R лежит и на поляре
точки Q, и на поляре точки P , обе точки P и Q лежат на поляре
точки R.

12. Проведите пару секущих через точку M , получив вписанный че-
тырехугольник ABCD с AB ∩ CD = M . Постройте точки N =
= AC ∩ BD и O = AD ∩ BC. Прямая NO — поляра точки M ,
поскольку (M,Q;A,B) = −1 и (M,P ;C,D) = −1.

13. Приведём доказательства для всех трёх следствий.

i. (1, 2 ⇒ 3): Если
−→
EA
−−→
EC

:

−−→
BA
−−→
BC

= −1, то
AE

EC
=

AB

BC
, откуда с

учётом соотношения
AE

EC
=

AD

DC
получаем

AB

BC
=

AD

DC
, поэтому

DB — биссектриса внешнего угла треугольника ADC.

ii. (2, 3⇒ 1): Поскольку BD — биссектриса внешнего угла, для

неё
AE

CE
=

AD

CD
=

AB

CB
. Тогда (A,C;E,B) = −1 (здесь учтены

соответствующие направления).

iii. (3, 1 ⇒ 2): Из условия 1 находим
AE

EC
=

AB

BC
. Продолжим

DE за точку E до точки F такой, что CF ‖ AD. Пусть прямая FC
пересекает BD в точке G. Из подобия ∆ADE и ∆CFE следует,

что
AD

FC
=

AE

EC
, а из подобия ∆ADB и ∆CGB получаем

AB

BC
=

=
AD

CG
, откуда FC = CG. В прямоугольном ∆DFG отрезок DC —

медиана, поэтому DC = FC = GC. Тогда
AE

EC
=
AD

FC
=
AD

DC
.

14. ABCD — гармонический, E(A,C;B,D) = (A,C;AC ∩BE,∞).
15. Пусть AD вторично пересекает вписанную окружность в точке L.

Тогда DELF — гармонический четырёхугольник, и поэтому пе-
ресечение его диагонали EF с касательной в точке E лежит на
пересечении со второй касательной. Итак, KL — касательная ко
вписанной окружности, AD — поляра точки K.

16. Используем обозначения и следствия из решения предыдущей за-
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дачи. Имеем (K,D;B,C) = −1, KP ⊥ AD (K, P , I лежат на одной
прямой). Остаётся применить задачу 13.

17. Воспользуемся задачей 13. Достаточно доказать, что (Q,D;A,C) =
= −1. По теореме о четырёхвершиннике для этого достаточно уста-
новить, что CIA, AIC и ID пересекаются в одной точке. Это спра-
ведливо в силу теоремы Чевы.

18. Пусть для определённостиM лежит ближе к A, чем N . Из подобий
∆ABN ∼ ∆ACM и ∆BND ∼ ∆CMD получите, что (A,D;M,N) =
= −1. Согласно задаче 13 прямая MX — биссектриса ∆AXD, а
MY — биссектриса треугольника AYD. Тогда M — точка пересе-
чения биссектрис треугольника AXY .

19. Пусть EF пересекает прямую BC в точке Q, а прямую AA1 в точке
P . Тогда (Q,P ;F,E) = −1 и A1P ⊥ A1Q. Остаётся воспользоваться
задачей 13.

20. Проведите хорду DF ‖ BX. Рассмотрите четвёрку (B,X;Y,∞) =
= −1 и спроектируйте её из точки D: D(B,X;Y,∞) = (B,C;Z,F ).
Четырёхугольник BZCF гармонический, поэтому F , Z, A лежат
на одной прямой (симедиане). Остаётся заметить, что ∠BXC =
= ∠FDC = 90◦, откуда ∠FZC = 90◦ = ∠AZC.

21. Сделайте проективное преобразование, переводящее окружность в
окружность, а точкуM — в центр этой окружности. Двойные отно-
шения при этом сохранились: до проективного преобразования бы-
ло (P,Q;M,∞) = −1, а требовалось показать, что (K,N ;M,∞) =
= −1. Но после проективного преобразования PQ переходит в диа-
метр, поэтому образ точки M — это середина образа PQ, а значит,
точка ∞ осталась бесконечно удалённой. Теперь фактически тре-
буется доказать теорему о бабочке для случая, когда M — центр
окружности, что несложно и оставляется читателю.

22. Можно воспользоваться предыдущей задачей и доказать, что хор-
да, отсекаемая от перпендикуляра к OE в точке E, делится этой
точкой пополам. Альтернативный подход: продолжите BD и AC до
пересечения в точке G и рассмотрите четырёхвершинник ABCD.
По теореме Брокара (задача 11) FG есть поляра точки E, и поэтому
она перпендикулярна OE. Если R = FG ∩ CD, то F (C,D;E,R) =
= (L,K;E,∞) = −1.
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23. Четырёхугольники ABCD и ACED гармонические (диагонали —
симедианы). Поэтому (A,C;B,D) = −1 и (A,E;C,D) = −1. Пусть
X = BC ∩RD. Из первой четвёрки получаем, что C(A,C;B,D) =
= (A,R;X,D) = 1, а из второй, что B(A,E;C,D) = (A,BE ∩
∩RD;X,D) = −1. Тогда R = BE ∩RD, что и требовалось.

24. Условие Менелая
−−→
BD
−−→
DC
·
−−→
CE
−→
EA
·
−→
AF
−−→
FB

= −1 с учётом двойных отношений

−−→
BD
−−→
CD

= −
−−→
BA1
−−→
CA1

,

−−→
CE
−→
AE

= −
−−→
CB1
−−→
AB1

,

−→
AF
−−→
BF

= −
−−→
AC1
−−→
BC1

переходит в условие Чевы:
−−→
BA1
−−→
A1C

·
−−→
CB1
−−→
B1A

·
−−→
AC1
−−→
C1B

= 1.

25. Пусть EF пересекает AD в точке S. Тогда (A,H;S,D) = −1. Про-
ектируем: P (A,H;S,D) = (∞, H;Q,R) = −1, откуда HQ = HR.

26. PQ — поляра точки T , поэтому (A,B;N,T ) = −1. Спроектируем
эту гармоническую четвёрку: Q(A,B;N,T ) = (QA∩TP,M ;T, P ) =
= −1, откуда QA ∩ TP =∞.

27. Пусть PB∩ω = X, PC∩ω = Y , K = EF ∩BC. Поскольку K лежит
на поляре точки A (прямой EF ), AD — поляра точки K. Поэтому
KD и KP касаются ω.
Из четырёхвершинника со
сторонами EB, BC, CF и
FE находим (P,D;X,Y ) =
= P (K,D;B,C) = −1, откуда
PXDY — гармонический четы-
рёхугольник. Прямая XY — си-
медиана ∆PY D, поэтому X, Y ,
K лежат на одной прямой.
Поскольку ∠BPC = 90◦,XY — диаметр этой окружности, ∠XDY =

= 90◦. Из гармоничности четырёхугольника находим
XD

XP
:
Y D

Y P
=

= 1, что равносильно
XD

YD
=
XP

Y P
. В силу равенства углов ∠XDY =

= ∠XPY = 90◦ заключаем, что P и D — две симметричные точки
относительно прямой XY . Треугольник PXD — равнобедренный с
вершиной X.



398

Пусть M — середина DE. Тогда PM — медиана треугольника
PED, а PX — симедиана, откуда ∆PXD ∼ ∆PEM (∠PXD =
= ∠PED = ∠PEM ; ∠XPD = ∠EPM = ∠EPD − ∠EPX =

∠EPD−∠MPD). Получаем PE = EM =
1

2
ED. Из подобия ∆AED

и ∆APE следует, что
AE

AD
=

EP

ED
=

1

2
, откуда AD = 2AE. Из

AE2 = AP · AD следует равенство
AP

AE
=

AE

AD
=

1

2
, и значит,

AD = 2AE = 4AP . Итак, EA+AP = 3AP = PD.
28. Четырёхугольник DMKR вписанный. Продолжим BC и EF до

пересечения в точке T и заметим, что TR·TK = TD·TM . Требуется
показать, что TR · TK = TB · TC, поэтому достаточно показать,
что TD ·TM = TB ·TC. Пусть C ′ = CI ∩EF , B′ = BI ∩EF . Тогда
∠BC ′C = 90◦ и ∠BB′C = 90◦. Четырёхугольник BC ′B′C вписан,
поэтому TC ′ · TB′ = TB · TC. Четырёхугольник C ′DMB′ вписан:
если BC ′ ∩ CB′ = X, то I — ортоцентр ∆BXC и C ′, D, M , B′ —
точки на окружности девяти точек этого треугольника. Итак, TC ′ ·
TB′ = TD ·TM . Далее, из (B,C;D,T ) = −1 (с применением задачи
3) запишем MD ·MT = MB2. Выражаем TD · TM = TM(TM −
−MD) = TM2 − TM ·MD = TM2 −MB2 = (TM + MB)(TM −
−MB) = TC · TB.
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