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Æèçíü çàêîí÷èëàñü êàê ïë¼íêà,
Íî äåòñêèé êðèê, è âñ¼ ñíà÷àëà. . .

ãðóïïà ¾Äîðîãè ìåíÿþò öâåò¿

Ïðîÿâëåíèå

Â ðàìêàõ äàííîé çàäà÷è èññëåäóþòñÿ ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè ïëîñêèõ ñèñòåì ñ ôèê-
ñèðîâàííûì ïåðèìåòðîì ïîä âëèÿíèåì ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Âî âñåõ ïóíêòàõ
çàäà÷è ñ÷èòàéòå âñå ïë¼íêè îäíîñòîðîííèìè è ë¼ãêèìè, à êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî
íàòÿæåíèÿ ïë¼íêè, îêðóæàþùåé ÷åòûð¼õóãîëüíèê, ðàâíûì σ. Ãðàâèòàöèîííûì âçàèìî-
äåéñòâèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ðàâíîâåñèå ÷åòûð¼õóãîëüíèêà â ïë¼íêå

×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD ñî ñòîðîíàìè AB = a, BC = b, CD = c è DA = d ñîñòîèò èç
ñòåðæíåé, ñîåäèí¼ííûõ øàðíèðíî è îêðóæ¼í ìûëüíîé ïë¼íêîé, êîòîðàÿ âíóòðü íåãî íå
ïðîòåêàåò.

1. (1 áàëë) Ïóñòü a = 3l, b = l, c = d = 2l. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà â
ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñ òî÷íîñòüþ 1%.

2. (1 áàëë) Óäåðæèâàÿ ÷åòûð¼õóãîëüíèê èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà â ïîëîæåíèè ðàâíîâå-
ñèÿ, âíóòðü íåãî äîáàâèëè ïë¼íêó ñ êîýôôèöèåíòîì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ 2σ.
Ôèãóðó îòïóñòèëè, ïðèäàâ åé ìàëîå ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå. Íàéäèòå âîçìîæíûå çíà-
÷åíèÿ ïëîùàäè ôèãóðû â íîâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ.

3. (3 áàëëà) Ïðè ïðîèçâîëüíûõ a, b, c, d è áåç âíóòðåííåé ïëåíêè íàéäèòå óãîë ABC
÷åòûð¼õóãîëüíèêà â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ.

Êîëåáàíèÿ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà

Íåâåñîìûå ñòåðæíèAB èBC, à òàêæåBC è CD ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåíû øàðíèðàìèB
è C ñîîòâåòñòâåííî ìàññû m êàæäûé. Êîíöû A è D øàðíèðíî çàêðåïëåíû íà êîíöàõ
íåïîäâèæíîé ñïèöû. Â îáëàñòü ìåæäó ñòåðæíÿìè è ñïèöåé ïë¼íêà íå ïðîòåêàåò. AB = 4l,
BC = CD = AD = 2l.

4. (1 áàëë) Íàéäèòå óãîë BAD â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû.

5. (3 áàëëà) Íàéäèòå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
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6. (1 áàëë) Âíóòðü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, óäåðæèâàÿ åãî â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, âíîâü
äîáàâèëè ïë¼íêó ñ êîýôôèöèåíòîì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ 2σ. Ôèãóðó îòïóñòè-
ëè, ïðèäàâ åé ìàëîå ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå. Íàéäèòå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïëîùàäè
ôèãóðû â íîâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ.

Àâòîð çàäà÷è: À. Óéìèí, È. Ãðèäíåâ
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Ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è

σ

ψ

φ

2L 2L

L
3L
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D

B

1. Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû
ýêñòðåìàëüíà. Â äàííîì ñëó÷àå ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ïëåíêà
îäíîñòîðîííÿÿ, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà:

Π = σSσ = const− σS,

ãäå Sσ � ïëîùàäü ïëåíêè, S � ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà.
Ïîýòîìó, ÷òîáû íàéòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, íóæíî íàé-
òè ïîëîæåíèÿ, â êîòîðûõ ïëîùàäü ýêñòðåìàëüíà. Âûðàçèì
AC ñ ïîìîùüþ òåîðåìû êîñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêàõ ADC è
ABC:

AC2 = a2 + b2 − 2ab cosφ = d2 + c2 − 2cd cosψ.

Ïîäñòàâèâ a = 3l, b = l, c = d = 2l, ïîëó÷àåì:

cosφ =
1 + 4 cosψ

3
.

Ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíà:

S =
1

2
(cd sinψ + ab sinφ) =

l2

2

4 sinψ + 3

√
1−

(
1 + 4 cosψ

3

)2
 .

Ïîñòðîèì ãðàôèê ïîëó÷åííîé çàâèñèìîñòè:

1 2 3

1

2

3

4 (1.71, 3.46)

(π
3
,
√
3)

ψ

S/L2

Èç ãðàôèêà ïîëó÷àåì, ÷òî åñòü îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Â íåì ïëîùàäü ìàêñèìàëüíà
è ðàâíà:

Smax = 3,46.

2. Åñëè âíóòðü äîáàâèòü ïëåíêó ñ êîýôôèöèåíòîì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ 2σ, ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ áóäåò ðàâíà:

Π = σSσ + 2σS = const + σS.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ïóíêòîì, ïåðåä ïëîùàäüþ èçìåíèëñÿ çíàê, ïîýòîìó òåïåðü ïî-
ëîæåíèå ñ ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäüþ íåóñòîé÷èâî. Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ïîñëå òîãî êàê
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÷åòûð¼õóãîëüíèê âûòîëêíóëè èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îí ïåðåéäåò ëèáî â ïîëîæåíèå
ψ = π, ëèáî â ïîëîæåíèå ψ = π/3 (ñì. ðèñ). Ñîîòâåòñòâåííî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïëîùà-
äè ðàâíû S = 0 èëè S =

√
3.

2l 2l

l3l
A C

D

B

2l 2l

l

3l
A

C

D

B

3. Ñïîñîá 1. Êàê è â ïåðâîì ïóíêòå, â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà
áóäåò ìàêñèìàëüíà. Íà êàæäûé ñòåðæåíü äåéñòâóþò 3 ñèëû: Fσi ñî ñòîðîíû ïëåíêè è äâå
ñèëû Fi ñî ñòîðîíû øàðíèðîâ. Ñèëû Fσi ïðèëîæåíû ê öåíòðàì ñòåðæíåé è íàïðàâëåíû
ïåðïåíäèêóëÿðíî èì. Ïî òåîðåìå î òðåõ ñèëàõ ëèíèè äåéñòâèÿ òðåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà
êàæäûé ñòåðæåíü, äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ â îäíîé òî÷êå. Îáîçíà÷èì ýòè òî÷êè A1, B1, C1,
D1 (ñì. ðèñ.).

FσA

FB−FB

FA

−FA

A

B

C

D

A1

B1

C1

D1

Èç òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà ñëåäóåò, ÷òî ëèíèè äåéñòâèÿ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñîñåäíèå
ñòåðæíè ñî ñòîðîíû îäíîãî øàðíèðà, ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó AA1BB1CC1DD1 � ýòî ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèê. Â ýòîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñóììû ïàð ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí îäèíàêîâû:

A1B1 + C1D1 = A1D1 +B1C1.

Çíà÷èò â A1B1C1D1 ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü. Öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ â
òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ óãëîâ ýòîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà. Íî áèññåêòðèñû A1B1C1D1

ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèííûìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè ê ñòîðîíàì ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD, êîòî-
ðûå, êàê ñëåäñòâèå, òîæå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Çíà÷èò âîêðóã ABCD ìîæíî îïè-
ñàòü îêðóæíîñòü. Òîãäà

∠ABC + ∠ADC = π.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âíîâü âûðàçèì AC ñ ïîìîùüþ òåîðåìû êîñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêàõ ADC
è ABC:

AC2 = a2 + b2 − 2ab cosφ = d2 + c2 + 2cd cosφ.
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Òîãäà èñêîìûé óãîë ðàâåí:

φ = arccos

(
a2 + b2 − c2 − d2

2(ab+ cd)

)
.

Ñïîñîá 2. Ïî ôîðìóëå Áðåòøíàéäåðà ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ðàâíà

S =
√

(p− a)(p− b)(p− c)(p− d)− abcd cos2A,

ãäå p� ïîëóïåðèìåòð, A� ïîëóñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà. Îòñþäà
âèäèì, ÷òî ïëîùàäü áóäåò ìàêñèìàëüíîé, åñëè A = π/2. Çíà÷èò â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ
÷åòûð¼õóãîëüíèê âïèñàííûé è

∠ABC + ∠ADC = π.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âíîâü âûðàçèì AC ñ ïîìîùüþ òåîðåìû êîñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêàõ ADC
è ABC:

AC2 = a2 + b2 − 2ab cosφ = d2 + c2 + 2cd cosφ.

Òîãäà èñêîìûé óãîë ðàâåí:

φ = arccos

(
a2 + b2 − c2 − d2

2(ab+ cd)

)
.

4. Ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó a = 4l, b = c = d = 2l, íàõîäèì

φ =
π

3
.

σ

φ

ψ4l

2l

2l

2l

vB

vB

A

B

C

D

5. Òàê êàê â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ φ = π/3, à
AD = AB cos(π/3), òî óãîë ∠ADB ïðÿìîé. Îáîçíà÷èì óãîë
∠BCD = ψ. Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ψ = π − φ = 2π/3. Òî-
ãäà, òàê êàê òðåóãîëüíèê BCD ðàâíîáåäðåííûé, íàõîäèì,
÷òî ∠CDA = 2π/3. Ñëåäîâàòåëüíî ñòåðæíè AB è CD ïà-
ðàëëåëüíû.

Ïðîåêöèè ñêîðîñòåé øàðíèðîâ B, C íà ñòåðæåíü BC äîëæ-
íû áûòü ðàâíû. Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëî-
ñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðîöåññå êîëåáàíèé ñêîðîñòè òî÷åê
B è C ðàâíû. Çíà÷èò êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà

Eê = 2 · m(4lφ̇)2

2
= 16ml2φ̇2.

Âûðàçèì BD äâóìÿ ñïîñîáàìè èç òåîðåì êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ABD è BCD:

BD2 = 8l2 − 8l2 cosψ = 20l2 − 16l2 cosφ.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñâÿçü óãëîâ:

cosψ = 2 cosφ− 3

2
.
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì åå ïî âðåìåíè:

ψ̇ sinψ = 2φ̇ sinφ, =⇒ dψ

dφ
= 2

sinφ

sinψ
.

Çàìåòèì, ÷òî â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ sinφ = sinψ, çíà÷èò óãëîâûå ñêîðîñòè ñòåðæíåé
AB è CD îòëè÷àþòñÿ äâà ðàçà. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî ñêîðîñòè êîíöîâ ñòåðæíåé
äîëæíû áûòü ðàâíû. Íàéäåì, ÷åìó ðàâíà âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ψ ïî φ:

d2ψ

dφ2
= 2

cosφ sinψ − sinφ cosψ · dψ/dφ
sin2 ψ

.

Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷àåì:

d2ψ

dφ2
= 2

√
3.

Ïëîùàäü ABCD ðàâíà
S = 2l2(2 sinφ+ sinψ).

Ðàçëîæèì åå â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äî âòîðîãî ïîðÿäêà:

S ≈ S0 +
dS

dφ

∣∣∣∣
φ=π/3

dφ+
1

2

d2S

dφ2

∣∣∣∣
φ=π/3

(dφ)2.

Òàê êàê ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, dS/dφ = 0. Ïîýòîìó âàæíî çäåñü ëèøü ïîñëåäíåå
ñëàãàåìîå:

dS

dφ
= 2l2

(
2 cosφ+ cosψ

dψ

dφ

)
, =⇒ d2S

dφ2
= 2l2

(
−2 sinφ− sinψ

(
dψ

dφ

)2

+ cosψ
d2ψ

dφ2

)
.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå ðàíåå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì

d2S

dφ2
= −8

√
3l2.

Òîãäà ýíåðãèÿ ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàâíà

E = Eê − σS + const = 16ml2φ̇2 + 4
√
3l2 + const.

Îòñþäà íàõîäèì ïåðèîä êîëåáàíèé:

T = 2π

√
4m√
3σ
.

6. Ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ðàâíà

S = 2l2(2 sinφ+ sinψ).

Èç ñâÿçè óãëîâ, ïîëó÷åííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, íàõîäèì

sinψ = ±

√
1−

(
2 cosφ− 3

2

)2

.

Åñëè ÷åòûð¼õóãîëüíèê âûïóêëûé, íóæíî âûáðàòü ¾+¿, åñëè âîãíóòûé � ¾−¿. Ïîñòðîèì
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïëîùàäè îò φ. Òàê êàê ñòåðæíè íå ìîãóò ïðîõîäèòü ñêâîçü äðóã
äðóãà, ãðàôèê, ñîîòâåòñòâóþùåé âîãíóòîìó ÷åòûðåõóãîëüíèêó, íóæíî ñòðîèòü â ïðåäåëàõ
îò φ = π/3 äî φ = arctg

√
15.
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1
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3

4

5

6

(arctg
√
15,

√
15)

(
π
3
,
√
3
)

φ

S/L2
S+

S−

Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ïîñëå âûòàëêèâàíèÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà èç íåóñòîé÷èâîãî ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîì ïëîùàäü ìàêñèìàëüíà, îí ìîæåò ïðèéòè â îäíî èç äâóõ ïîëî-
æåíèé ðàâíîâåñèÿ (ñì. ðèñ.). Ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâíà S =

√
3l2.

2l

2l

2l

4L

A

C

D

B

2l

2l 2l

4l
A

C

D
B
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Àëüòåðíàòèâíàÿ çàäà÷à

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà) Îñòðûå êîíöû íîæíèö ñîåäèíèëè ðàñòÿæèìîé êîðîòêîé ðåçèíêîé c
æåñòêîñòüþ k, êîòîðàÿ èìååò íóëåâóþ äëèíó â íåðàñòÿíóòîì ïîëîæåíèè. Íîæíèöû ïîë-
íîñòüþ ïîãðóçèëè â ìûëüíûé ðàñòâîð ñ êîýôôèöèåíòîì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ σ.
Çàòåì èõ äîñòàëè è ðàñêðûëè íà óãîë α < 90 ◦. Êàêóþ ïðè ýòîì ñîâåðøèëè ðàáîòó, åñëè
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïîëîâèíîê íîæíèö äî èõ îñòðûõ êîíöîâ ðàâíî L?

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà) Â íåâåñîìîñòè ðàñïîëîæåíû n îäèíàêîâûõ øàðèêîâ ðòóòè. Íàéäèòå,
âî ñêîëüêî ðàç èçìåíèòñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ðòóòè, êîãäà ýòè
øàðèêè ñëèïíóòñÿ â îäèí áîëüøîé Øàð.

σ

φ

2a
a

B A

O

Çàäà÷à 3. Íà êîíöàõ íåâåñîìûõ ñòåðæíåé OA è OB, ñîåäè-
í¼ííûõ øàðíèðíî è èìåþùèõ äëèíû a è 2a ñîîòâåòñòâåííî
çàêðåïëåíû òî÷å÷íûå ãðóçû ìàññîé m. Ãðóçû ìîãóò áåç òðå-
íèÿ ñêîëüçèòü ïî äëèííîé ïðÿìîëèíåéíîé ñïèöå. Ñòåðæíè
îêðóæåíû îäíîñòîðîííåé ïëåíêîé ñ ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæå-
íèåì σ. Â îáëàñòü ìåæäó ñòåðæíÿìè è ñïèöåé ïë¼íêà íå
ïðîòåêàåò. Îáîçíà÷èì çà φ óãîë OAB.

1. (1 áàëë) ×åìó ðàâåí óãîë φ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû?

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ òàêîé ñèñòåìû âáëèçè äàííîãî ïîëîæåíèÿ. Ñ÷èòàéòå,
÷òî öåíòð ìàññ ãðóçîâ ïðè ýòîì ïîêîèòñÿ.

2. (2 áàëëà) Âûðàçèòå êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ãðóçîâ Wk ÷åðåç m, a è φ̇.

3. (2 áàëëà) Ïóñòü ïðèðàùåíèå óãëà φ ðàâíÿåòñÿ ∆φ≪ 1. Íàéäèòå ïðèðàùåíèå ýíåðãèè
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ∆Wσ. Îòâåò âûðàçèòå ÷åðåç σ, a è ∆φ (íóæíî íàéòè
ïåðâûé íåèñ÷åçàþùèé ÷ëåí).

4. (1 áàëë) Íàéäèòå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Îòâåò âûðàçèòå ÷åðåç σ è m.
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Ðåøåíèå àëüòåðíàòèâíîé çàäà÷è

σ

αL L

Çàäà÷à 1. Ïîñëå òîãî êàê íîæíèöû ðàñêðûëè, ïëîùàäü
ïëåíêè ðàâíà S = (L2 sinα)/2. Ïîýòîìó, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî
ïëåíêà äâóõñòîðîííÿÿ, èçìåíåíèå åå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
ðàâíî

∆Π = 2σS = σL2 sinα.

Äëèíà ðåçèíêè â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 2L sin(α/2). Òî-
ãäà, ó÷èòûâàÿ èçìåíåíèå ýíåðãèè ðåçèíêè, ïîëó÷àåì:

A = σL2 sinα + 2kL2 sin2
(α
2

)
.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü ìàññà øàðèêà ðòóòè ðàâíà m, òîãäà ìàññà Øàðà ðàâíàM = nm. Çíà÷èò,
òàê êàê ïëîòíîñòè îäèíàêîâûå, îáúåì Øàðà ðàâåí V = nv. Ñëåäîâàòåëüíî ðàäèóñ Øàðà
ðàâåí R = n1/3r, ãäå r � ðàäèóñ øàðèêîâ.

Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ðòóòè äëÿ øàðèêîâ ðàâíà

f = nσS = 4πσnr2.

Ýíåðãèÿ ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ðòóòè äëÿ Øàðà ðàâíà

F = σS = 4πσR2.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ ðàäèóñà, ïîëó÷àåì:

F = n−1/3f.

Çàäà÷à 3.

3.1. Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ýêñòðåìàëüíà. Â äàííîì
ñëó÷àå ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ïëåíêà îäíîñòîðîííÿÿ:

Π = σSσ = const− σS,

ãäå Sσ � ïëîùàäü ïëåíêè, S � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà. Òàê êàê ñóììàðíàÿ ñèëà îò ïëåíêè
èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ïðîåêöèþ íà îñü, íàïðàâëåííóþ âåðòèêàëüíî ââåðõ, çäåñü áóäåò
âîçìîæíî òîëüêî ïîëîæåíèå ñ ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäüþ. Ïëîùàäü äàííîãî òðåóãîëüíèêà
ìàêñèìàëüíà, åñëè óãîë ìåæäó ñòîðîíàìè OA è OB ïðÿìîé. Òîãäà

φ = arctg 2 ≈ 63 ◦.

3.2. Òàê êàê öåíòð ìàññ ãðóçîâ ïîêîèòñÿ, èõ ñêîðîñòè ðàâíû. Îáîçíà÷èì èõ çà v. Â ñèñòåìå
îòñ÷åòà, â êîòîðîé òî÷êà A íåïîäâèæíà, ñêîðîñòü òî÷êè B ðàâíà 2v. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîñêîëüêó ñòåðæåíü OB òâåðäûé, ïðîåêöèè ñêîðîñòåé òî÷åê O è B íà íåãî äîëæíû áûòü
ðàâíû:

aφ̇ = 2v sinφ =
4v√
5
.

Îòñþäà íàõîäèì:

v =
a
√
5

4
φ̇.
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Äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ñèñòåìå îòñ÷¼òà öåíòðà ìàññ ïîëó÷èì

Wê = 2 · mv
2

2
=

5ma2φ̇2

16
.

3.3. Ïðè âðàùåíèè ñòåðæíÿ OA ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ φ̇ äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ñòåðæíÿ OD
èìååì

2aω = 2v cosφ =
aφ̇

2
, =⇒ ω =

φ̇

4
.

Òàêèì îáðàçîì, óãëû ïîâîðîòîâ ñòåðæíåé îòëè÷àþòñÿ â 4 ðàçà, à íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ
ïðîòèâîïîëîæíû.

Ïóñòü ∠AOB = α. Òîãäà â äàííîì ïîëîæåíèè ïðè óâåëè÷åíèè óãëà φ íà âåëè÷èíó ∆φ
óãîë α óìåíüøàåòñÿ íà âåëè÷èíó ∆α = 5∆φ/4. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà

S = a2 sinα.

Òîãäà åå ïðîèçâîäíûå ðàâíû:

dS

dφ
= a2 cosα

dα

dφ
,

d2S

dφ2
= −a2 sinα

(
dα

dφ

)2

+ a2 cosα
d2α

dφ2
.

Ïîñêîëüêó â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ α = π/2, dα/dφ = −5/4, ïîëó÷àåì:

d2S

dφ2
= −25

16
a2.

Ðàñêëàäûâàÿ âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ïî óãëó α:

S = S0 +
1

2

d2S

dφ2
= S0 −

25

32
a2∆φ2.

Òîãäà èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ðàâíî

∆Wσ = σ · 25
32
a2∆φ2.

3.4. Â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýíåðãèÿ èìååò âèä:

E = Wê +Wσ =
5ma2φ̇2

16
+ σ · 25

32
a2∆φ2 + const.

Îòñþäà íàõîäèì ïåðèîä:

T = 2π

√
2m

5σ
.
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