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Ýíåðãèÿ äà¼òñÿ ÷åëîâåêó íà âðåìÿ,
è îäíàæäû íàäî å¼ âåðíóòü.

Àâàòàð (ôèëüì)

Êîëüöî íà øåðøàâîé ïîâåðõíîñòè

Â ìåõàíèêå âû çà÷àñòóþ âñòðå÷àåòåñü ñ ïðèíöèïàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè áî-
ëåå îáùèõ óòâåðæäåíèé. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ýêñòðåìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè,
óòâåðæäàþùèé, ÷òî â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåð-
ãèè ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå.

Â ðàìêàõ äàííîé çàäà÷è âàì ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíèòü åù¼ îäèí, íå íàñòîëüêî èçâåñòíûé
ïðèíöèï � ïðèíöèï ìèíèìóìà äèññèïàöèè ýíåðãèè, íàøåäøèé ñâî¼ ãëàâíîå ïðåäíàçíà÷å-
íèå â ãèäðîäèíàìèêå. Ïðè ïîìîùè íåãî ìû áóäåì èçó÷àòü äèíàìèêó ìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-
ìû.
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Èçó÷àåìàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëü-
öî, íà êîòîðîå íàìîòàíà âñåãäà íàòÿíóòàÿ íåâåñîìàÿ íåðàñ-
òÿæèìàÿ íèòü, ñâîáîäíûé êîíåö êîòîðîé ïåðåìåùàåòñÿ
âäîëü å¼ ñâîáîäíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî ó÷àñòêà (ñì. ðèñ).

Êîëüöî ðàñïîëîæåíî íà ðîâíîé øåðøàâîé ãîðèçîíòàëüíîé
ïîâåðõíîñòè. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó êîëüöîì è ïîâåðõ-
íîñòüþ µ. Ìàññà m êîëüöà è ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè, äåé-
ñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè íà êîëüöî, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíû ïî åãî ïåðèìåòðó. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ g.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé ñèëû íàòÿæåíèÿ Tmin ñâîáîäíîãî ó÷àñòêà íè-
òè, ïðè êîòîðîì èçíà÷àëüíî íåïîäâèæíîå êîëüöî íà÷í¼ò ïåðåìåùàòüñÿ, ìîæíî ïîñòóïèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîëüöà ïîñòîÿííà, òî ìîùíîñòü äåéñòâó-
þùèõ íà íåãî ñèë äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê
ïîèñêó ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé ìîùíîñòè äèññèïàöèè, âûçâàííîé ñèëîé òðåíèÿ êîëüöà î
øåðøàâóþ ïîâåðõíîñòü, ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ñêîðîñòè v ñâîáîäíîãî êîíöà íèòè.

1. (4,5 áàëëà) Îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñèëû íàòÿæåíèÿ Tmin ñâî-
áîäíîãî ó÷àñòêà íèòè, ïðè êîòîðîì êîëüöî íà÷í¼ò ïåðåìåùàòüñÿ.

Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïîêàçàííóþ íà ðèñóíêàõ íèæå. Íà ãîðèçîíòàëüíîì
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ñòîëå ïîêîèòñÿ êîëüöî ìàññîé m, ðàäèóñîì R, öåíòð O êîòîðîãî ðàñïîëîæåí íà ðàññòî-
ÿíèè L > R îò ïðÿìîëèíåéíîãî êðàÿ ñòîëà. Ê ñâîáîäíîìó êîíöó íèòè ïðèêðåïë¼í ãðóç
ìàññîé M .
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Â íàòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ñâîáîäíûé ó÷àñòîê íèòè èìååò òðè ó÷àñòêà:

� ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê, îðèåíòèðîâàííûé ïåðïåíäèêóëÿðíî êðàþ ñòîëà;

� ó÷àñòîê, íà êîòîðîì íèòü êàñàåòñÿ ìàëåíüêîãî íåâåñîìîãî áëîêà;

� âåðòèêàëüíûé ó÷àñòîê.

Ãðóç ïîäíèìàþò íà âûñîòóH íàä ïîëîæåíèåì, â êîòîðîì ñâîáîäíûé ó÷àñòîê íèòè íàòÿíóò,
è îòïóñêàþò áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè.

Áóäåì íàçûâàòü ¾ïðîöåññîì àáñîëþòíî íåóïðóãîé äåôîðìàöèè¿ òàêóþ áåñêîíå÷íî ìàëóþ
äåôîðìàöèþ ñâîáîäíîãî ó÷àñòêà íèòè, ïðè êîòîðîé ðàâåíñòâî ñêîðîñòåé ãðóçà è òî÷êè A
êîëüöà, â êîòîðîé îíî êàñàåòñÿ ñâîáîäíîãî ó÷àñòêà íèòè, ñîõðàíÿåòñÿ âñåãäà ïîñëå åãî
äîñòèæåíèÿ.

2. (2 áàëëà) Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü vO öåíòðà êîëüöà ñðàçó ïîñëå ïðîöåññà àáñîëþòíî
íåóïðóãîé äåôîðìàöèè ñâîáîäíîãî ó÷àñòêà íèòè.

3. (3,5 áàëëà) Ïðè êàêîì ìèíèìàëüíîì êîýôôèöèåíòå òðåíèÿ µmin ìåæäó êîëüöîì è
ñòîëîì â ïðîöåññå äâèæåíèÿ êîëüöî îñòàíîâèòñÿ, öåëèêîì îñòàâøèñü íà ñòîëå?

Àâòîð çàäà÷è: À. Óéìèí
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Ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è

1. Ìîùíîñòü ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè ðàâíà P = Tminv. Ìîùíîñòü ñèëû òðåíèÿ ðàâíà

Pòð =

∫
(dF⃗B, v⃗B) = −

∫
dFB · vB,

ãäå v⃗B � ñêîðîñòü òî÷êè B êîëüöà, dF⃗B � ïðèëîæåííàÿ ê ýòîé òî÷êå ñèëà òðåíèÿ, à
èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì òî÷êàì êîëüöà. Òàê êàê ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè îïîðû
ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî:

dFB = µmg
dl

l
.

Ïîäñòàâèâ ýòî â èíòåãðàë è ïåðåéäÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî óãëó, ïîëó÷àåì:

Pòð = −µmg
2π∫
0

dφ

2π
· vB.

O

v
B vB

A

C

φ

ψ

Òàê êàê ñêîðîñòü òî÷êè A êîëüöà, â êîòîðîé îíî êàñà-
åòñÿ ñâîáîäíîãî ó÷àñòêà íèòè, íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ïðÿìîé OA, òî ìãíîâåííûé öåíòð ñêîðîñòåé C
íàõîäèòñÿ ãäå-òî íà ýòîé ïðÿìîé. Çíà÷èò ñêîðîñòü òî÷-
êè B ðàâíà:

vB = v · BC
AC

.

Óãîë CAB â òðåóãîëüíèêå ABC ðàâåí (π − φ)/2. Èç
òåîðåìû ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC ïîëó÷àåì:

BC

AC
=

| cos(φ/2)|
sinψ

.

Òàêèì îáðàçîì, ìîùíîñòü ñèëû òðåíèÿ ðàâíà

Pòð = −µmgv
2π∫
0

dφ

2π
· | cos(φ/2)|

sinψ
.

×òîáû îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñèëû íàòÿæåíèÿ Tmin ñâîáîäíîãî
ó÷àñòêà íèòè, ïðè êîòîðîì êîëüöî íà÷íåò äâèæåíèå, íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü ýòîò èíòåãðàë
ïî âñåì âîçìîæíûì ïîëîæåíèÿì òî÷êè C, ò. å. ïî óãëó ψ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
óãëà φ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè ψ = π/2, ò. å. êîãäà òî÷-
êà C ëåæèò íà êîëüöå. Çíà÷èò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà äîñòèãàåòñÿ ïðè òàêîì
ïîëîæåíèè òî÷êè C, à ìèíèìàëüíàÿ ìîùíîñòü ðàâíà:

Pòð = − 2

π
µmgv.

Ïðèðàâíÿâ ñóììàðíóþ ìîùíîñòü ê íóëþ, ïîëó÷àåì:

P + Pòð = 0, =⇒ Tmin =
2

π
µmg.
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2. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ãðóçà ïîëó÷àåì, ÷òî ñðàçó ïåðåä ïðîöåññîì àáñîëþò-
íî íåóïðóãîé äåôîðìàöèè åãî ñêîðîñòü ðàâíà

vi =
√

2gH.

Òàê êàê â ýòîì ïðîöåññå íèòü äåôîðìèðóåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëî, à âñå ñêîðîñòè êîíå÷íû, îí
ïðîèñõîäèò î÷åíü áûñòðî. Çíà÷èò ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èìïóëüñàìè ñèë òÿæåñòè è òðåíèÿ.
Òîãäà èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ ãðóçà ïîëó÷àåì:

M(vf − vi) = pT ,

ãäå vf � ñêîðîñòü ãðóçà ïî îêîí÷àíèè ïðîöåññà àáñîëþòíî íåóïðóãîé äåôîðìàöèè, à pT �
èìïóëüñ ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè çà âðåìÿ ýòîãî ïðîöåññà.

Èç òåîðåìû î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ è ïðàâèëà ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî öåíòðà êîëüöà
ïîëó÷àåì: {

m∆vO = −pT ,
mR2∆ω = −pTR.

Òîãäà, òàê êàê â íà÷àëå êîëüöî ïîêîèëîñü, èç ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì, ÷òî â êîíöå ïðîöåññà
àáñîëþòíî íåóïðóãîé äåôîðìàöèè vO = ωR. Çíà÷èò ñêîðîñòü òî÷êè A ðàâíà vA = 2vO.
Ïî îêîí÷àíèè ïðîöåññà ñêîðîñòü ãðóçà áóäåò ðàâíà ñêîðîñòè òî÷êè A. Îòñþäà ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå:

M
(
2vO −

√
2gH

)
= −mvO.

Îòñþäà íàõîäèì:

vO =
M

2M +m

√
2gH.

3. Ïîêàæåì, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìãíîâåííûé öåíòð ñêîðîñòåé êîëüöà C íàõîäèòñÿ
â òî÷êå, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíîé òî÷êå A. Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ýòî
âûïîëíåíî. Ïðîåêöèÿ ñóììàðíîé ñèëû òðåíèÿ íà îñü y, ïàðàëëåëüíóþ OA, ðàâíà íóëþ,
òàê êàê äëÿ ëþáîé òî÷êè B íàéäåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ åé òî÷êà D (ñì. ðèñ.), òàê ÷òî ñóììà
ïðîåêöèé ñèë òðåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà íèõ, ðàâíà íóëþ.

O

φ
2

vB

dFB
vD

dFD

A

C

φ

BD

Ïðîåêöèÿ ñóììàðíîé ñèëû òðåíèÿ íà îñü x, êîòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà OA, ðàâíà

Fx = −2

π∫
0

µmg · Rdφ
2πR

· cos
(φ
2

)
= − 2

π
µmg.
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O

φ
2

vBdFB

A

C

φ

B

Ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ðàâåí

M = −2

π∫
0

µmg · Rdφ
2πR

·R · cos
(φ
2

)
= − 2

π
µmgR.

Çàïèøåì òåîðåìó î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ è ïðàâèëî ìîìåí-
òîâ îòíîñèòåëüíî öåíòðà êîëüöà:

ma = T − 2

π
µmg,

mR2ε = TR− 2

π
µmgR.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî a = εR. Çíà÷èò, åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò vO = ωR, òî è äàëüøå
ýòî ðàâåíñòâî áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìãíîâåííûé öåíòð ñêîðîñòåé âñåãäà íà-
õîäèòñÿ â òî÷êå, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíîé òî÷êå A. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü
ãðóçà âñåãäà â äâà ðàçà áîëüøå ñêîðîñòè öåíòðà êîëüöà.

Ïðè ìèíèìàëüíîì êîýôôèöèåíòå òðåíèÿ ïåðåìåùåíèå öåíòðà êîëüöà äî îñòàíîâêè ðàâíî
SO = (L − R). Òàê êàê ñêîðîñòü ãðóçà âñåãäà â äâà ðàçà áîëüøå ñêîðîñòè öåíòðà êîëüöà,
ïåðåìåùåíèå ãðóçà ðàâíî 2SO. Çíà÷èò ðàáîòà ñèëû òÿæåñòè ðàâíà:

Aòÿæ = 2Mg(L−R).

Ïî òåîðåìå Ê¼íèãà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîëüöà ñðàçó ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà àáñî-
ëþòíî íåóïðóãîé äåôîðìàöèè ðàâíà

Eê =
mv2O
2

+
Iω2

2
= mv2O.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ãðóçà ðàâíà

Eã =
M(2vO)

2

2
= 2Mv2O.

Ïî îïðåäåëåíèþ ìîùíîñòè ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ ðàâíà:

Aòð =

∫ τ

0

dt · Pòð = −
∫ τ

0

dt · 2
π
µmgvA = − 4

π
µmg

∫ τ

0

dt · vO = − 4

π
µmg(L−R).

Ïî òåîðåìå îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

(Eã + Eê) = −Aòð − Aòÿæ.

Îòñþäà íàõîäèì êîýôôèöèåíò òðåíèÿ:

µmin =
π

2

M

m

(
1 +

M

2M +m
· H

L−R

)
.
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Àëüòåðíàòèâíàÿ çàäà÷à

Ñòåðæåíü ìàññîé m è äëèíîé l ïîêîèòñÿ íà ñòîëå. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó ñòîëîì è
ñòåðæíåì ðàâåí µ. Ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî.

1. (4 áàëëà). Íàéäèòå ìèíèìàëüíóþ ñèëó Fmin, êîòîðóþ íóæíî ïðè-
ëîæèòü ê êîíöó ñòåðæíÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî åìó, ÷òîáû îí íà÷àë
ïåðåìåùàòüñÿ.

2. (3 áàëëà). Ê êîíöó ñòåðæíÿ ïðèêëàäûâàþò ñèëó Fmin òàê, ÷òî îí
íà÷àë ïåðåìåùàòüñÿ. Íàéäèòå ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî
öåíòðà ìàññ ñòåðæíÿ ñðàçó ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ.

3. (3 áàëëà). Ñòåðæåíü ðåçêî äåðãàþò çà åãî êîíåö ïåðïåíäèêóëÿðíî
åìó. Äîêàæèòå, ÷òî ìãíîâåííûé öåíòð ñêîðîñòåé ñðàçó ïîñëå íà÷à-
ëà äâèæåíèÿ íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè l/6 îò öåíòðà ìàññ ñòåðæíÿ.

µ

m, l

F

g
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Ðåøåíèå àëüòåðíàòèâíîé çàäà÷è

1. Ïóñòü ñðàçó ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ ìãíîâåííûé öåíòð ñêîðîñòåé íàõîäèòñÿ â òî÷êå C
íà ðàññòîÿíèè x îò êîíöà ñòåðæíÿ, ê êîòîðîìó ïðèêëàäûâàþò ñèëó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñêîðîñòü ýòîãî êîíöà ðàâíà v. Çíà÷èò ìîùíîñòü ñèëû F ðàâíà P = Fv. Ìîùíîñòü ñèëû
òðåíèÿ ðàâíà

Pòð = −
x∫

0

µmg
dy

l
·y
x
v−

l−x∫
0

µmg
dy

l
·y
x
v = −µmgv

2

(
x

l
+

(l − x)2

lx

)
= −µmgv

2

(
2 · x

l
+
l

x
− 2

)
.

µ

dFòð

x

Fmin

C

x− l
2

x− l
2

Èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ ïîëó÷àåì, ÷òî ìîùíîñòü áóäåò ìè-
íèìàëüíîé ïî ìîäóëþ ïðè x = l/

√
2:

Pmin = −µmgv(
√
2− 1).

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

Fmin = µmg(
√
2− 1).

2. Ìîìåíòû ñèë òðåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà òî÷êè ñòåðæíÿ, íàõîäÿùèåñÿ íå äàëüøå, ÷åì
C îò öåíòðà ñòåðæíÿ, â ñóììå ðàâíû íóëþ (ñì. ðèñ.). Ïîýòîìó ñóììàðíûé ìîìåíò ñèëû
òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ðàâåí:

M = 2

l/2∫
x−l/2

µmg
dy

l
· y =

µmg

l

(
l2

4
−
(
x− l

2

)2
)

= µmgl

√
2− 1

2
.

3. Ïóñòü èìïóëüñ ñèëû, ñ êîòîðîé äåðãàþò ñòåðæåíü, ðàâåí pF . Òàê êàê ýòà ñèëà ìíîãî
áîëüøå ñèëû òðåíèÿ, ïðåíåáðåæåì èìïóëüñîì ïîñëåäíåé. Èç òåîðåìû î äâèæåíèè öåíòðà
ìàññ è ïðàâèëà ìîìåíòîâ, çàïèñàííîãî îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñòåðæíÿ O, ñëåäóåò:

m∆vO = pF ,

ml2

12
∆ω = pF · l

2
.

Çíà÷èò, òàê êàê èçíà÷àëüíî ñòåðæåíü ïîêîèëñÿ, ïîëó÷àåì v = ωl/6, çíà÷èò ìãíîâåííûé
öåíòð ñêîðîñòåé íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè l/6 îò öåíòðà ìàññ ñòåðæíÿ. Çàìåòèì, ÷òî, êîãäà
ñòåðæåíü òÿíóëè ñ ñèëîé Fmin, ìãíîâåííûé öåíòð ñêîðîñòåé íàõîäèëñÿ â äðóãîé òî÷êå.
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