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Ñàìûå ëó÷øèå øëÿïû � öèëèíäðû.

Òóâå ßíññîí. Âîëøåáíàÿ çèìà

Öèëèíäð

Òðàåêòîðèè ëó÷åé â öèëèíäðå

Àíàëîãèè ìåæäó ðàçíûìè çàäà÷àìè ôèçèêè, ïðè íàëè÷èè èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ äëÿ îä-

íîé èç íèõ, çà÷àñòóþ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êîðîòêîå ðåøåíèå äðóãîé. Íàïðèìåð, â Òðå-

òüåì Ýïèçîäå Âòîðîãî Ñåçîíà Êóáêà ËÔÈ îäèííàäöàòèêëàññíèêàì ïðåäëàãàëîñü ïîëó-

÷èòü ôîðìó áðàõèñòîõðîíû ïðè äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî ãëàäêîìó êàíàëó âíóò-

ðè îäíîðîäíîãî øàðà ñ ïîìîùüþ îïòèêî-ìåõàíè÷åñêîé àíàëîãèè. Â ðàìêàõ äàííîé çàäà÷è

âàì òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãèåé ìåæäó îïòèêîé è ìåõàíèêîé, íî óæå

äëÿ àíàëèçà òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ëó÷à â íåîäíîðîäíîé îïòè÷åñêîé ñðåäå.

Îñíîâîé ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï Ôåðìà, óòâåðæäàþùèé, ÷òî â îïòè÷å-

ñêîé ñðåäå ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n (r⃗ ) âåëè÷èíà îïòè÷åñêîãî ïóòè

ℓî =

B∫
A

n (r⃗ ) dl

ìåæäó òî÷êàìè A è B ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå.

Â îñíîâå ïîèñêà ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ëåæèò ïðèíöèï ýêñòðåìó-

ìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, óòâåðæäàþùèé, ÷òî â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïîòåíöèàëüíàÿ

ýíåðãèÿ ñèñòåìû ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå.

Ðàññìîòðèì íåâåñîìóþ íèòü, ðàâíîìåðíî çàðÿæåííóþ ïî äëèíå ñ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà λ
è íàõîäÿùóþñÿ â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì φ (r⃗ ). Åñëè íèòü çàêðåïëåíà â

òî÷êàõ A è B è å¼ ñîáñòâåííîé ýíåðãèåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òî èç ïðèíöèïà ýêñòðåìóìà

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà

Wp = λ

B∫
A

φ (r⃗ ) dl

òàêæå ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå.

Ïóñòü φ (r⃗ ) = An (r⃗ ) + B, ãäå A � çàäàííàÿ, à B � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.

Òîãäà, åñëè äëèíû íèòè è òðàåêòîðèè ëó÷à îäèíàêîâû � òðàåêòîðèÿ ëó÷à è ôîðìà íèòè

ñîâïàäàþò. Äàííàÿ àíàëîãèÿ ìîæåò áûòü ïîëåçíà äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî äëèííûé öèëèíäð ðàäèóñîì R ñ îñüþ z, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ
êîòîðîãî çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ r äî îñè öèëèíäðà ïî çàêîíó

n(r) =

√
2−

r2

R2
.
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Öèëèíäð íàõîäèòñÿ â âîçäóõå, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ êîòîðîãî ðàâåí åäèíèöå.

Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèè ëó÷åé, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó A öèëèíäðà, íàõîäÿùóþñÿ íà

ðàññòîÿíèè r0 = R/2 îò îñè öèëèíäðà.

Íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëó÷à â òî÷êå âõîäà áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü óãëîì α0 ìåæäó

îñüþ öèëèíäðà è âîëíîâûì âåêòîðîì, à òàêæå óãëîì φ0, îïðåäåëÿåìûì ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: Ïóñòü e⃗0 � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü ëó÷à â òî÷êå A. Òîãäà â ñèñòåìå
êîîðäèíàò (x, y, z) âåêòîð e⃗0 ðàñêëàäûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(e0x, e0y, e0z) = (sinα0 sinφ0, sinα0 cosφ0, cosα0) .

y

x
R

r
A

O

φ0

A

O O′

α0

1. (3,5 áàëëà) Ïðè êàêîì çíà÷åíèè α0 òðàåêòîðèÿ ëó÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âèíòîâóþ

ëèíèþ?

Â ïóíêòàõ 2 è 3 âåëè÷èíà α0 çàäàíà è ðàâíà π/4.

2. (4 áàëëà) Ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè φ0 íàéäèòå rmin è rmax � ìèíèìàëüíîå è ìàê-

ñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò òî÷åê òðàåêòîðèè äî îñè öèëèíäðà ñîîòâåòñòâåííî.

3. (2,5 áàëëà) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ φ0 ∈ [0; π] ëó÷ äâèæåòñÿ âíóòðè öèëèíäðà, íå âû-

õîäÿ èç íåãî ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü?

Àâòîð çàäà÷è: À. Óéìèí

2



Ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è

T (r1)

T (r2)

r1
r2

O O′

Â àíàëîãèè, îïèñàííîé â óñëîâèè, ðàññìàòðèâàåòñÿ íèòü ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà λ
âî âíåøíåì ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì φ(r⃗) = An(r) + B. Íàéäåì, êàê ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè T
çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ äî îñè. Ñìåñòèì íèòü âäîëü ñåáÿ íà íåáîëüøîå ðàññòîÿíèå dl. Òàê
êàê îíà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî ñóììàðíàÿ ðàáîòà âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà íèòü,

ðàâíà íóëþ:

(T (r2)− T (r1))dl + λdl(φ(r1)− φ(r2)) = 0.

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî

T (r) = λφ(r) + const = λAn(r) + λB + const.

Âûáåðåì B òàê, ÷òîáû λB + const = 0, òîãäà

T (r) = Aλn(r).

r r

dφ/2

T sinα0T sinα0

Eλdl

dφ

1. ×òîáû íèòü áûëà ðàñïîëîæåíà â ôîðìå âèíòîâîé

ëèíèè, íóæíî, ÷òîáû φ0 =
π
2
. Ðàññìîòðèì ìàëåíüêèé

ó÷àñòîê íèòè, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå. Èç âòîðîãî

çàêîíà Íüþòîíà ïîëó÷àåì

2T sinα0 ·
dφ

2
= E · λdl.

Äëèíà dl ýòîãî ó÷àñòêà ðàâíà

dl =
rdφ

sinα0

.

Ïîäñòàâèì åå â ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå:

T sin2 α0 = λEr.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ñâÿçü ïîòåíöèàëà è ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè:

dT

dr
= λ

dφ

dr
= −λE.
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Òîãäà, âûðàçèâ èç ýòîãî âûðàæåíèÿ λE, ïîëó÷èì

dT

dr
= −T sin2 α0

r
.

Òàê êàê T (r) ïðîïîðöèîíàëüíî n(r), òî

dn

dr
= −n sin2 α0

r
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

dn

dr
= − 1√

2− r2

R2

·
( r

R2

)
= − r

R2
· 1
n
.

Ïðèðàâíÿåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ:

−n sin2 α0

r
= − r

R2
· 1
n
, =⇒ α0 = n sinα0 =

r

R
,

α0 = arcsin

(
r0

R · n(r0)

)
= arcsin

(
1√
7

)
= 22,2◦.

O

rB rA

φAφB

A
TA sinαA

B
TB sinαB

2. Òàê êàê íèòü íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî ñóì-

ìà ïðîåêöèé äåéñòâóþùèõ íà íåå ñèë íà îñü z
ðàâíà íóëþ, çíà÷èò

T cosα = const, =⇒ n cosα = c1.

Ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ëþáîé ó÷àñòîê

íèòè, îòíîñèòåëüíî îñè z òàêæå äîëæåí áûò ðà-
âåí íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî

T sinα·r sinφ = const, =⇒ n sinα·k sinφ = c2,

ãäå k = r
R
.

Âîçâåäåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â êâàäðàò è ïîäñòàâèì ïåðâîå âî âòîðîå:

c22 = n2

(
1− c21

n2

)
k2 sin2 φ = (n2 − c21) · k2 sin2 φ.

Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ r äîñòèãàþòñÿ íà ó÷àñòêàõ íèòè, êîòîðûå ïåðïåíäèêóëÿðíû ðà-

äèóñó, ò.å. êîãäà φ = π
2
. Òîãäà ïîëó÷àåì

c22 =
(
2− k2 − c21

)
k2.

4



k4 − k2(2− c21) + c22 = 0.

Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ � ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèÿ îò ëó÷à äî îñè:

rmin = R

√
2− c21 −

√
(2− c21)

2 − 4c22
2

, rmax = R

√
2− c21 +

√
(2− c21)

2 − 4c22
2

,

ãäå êîíñòàíòû c1 è c2 íàõîäÿòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

c1 = n(r0) cosα0 =

√
14

4
, c2 = n(r0) sinα0 ·

r0
R

sinφ0 =

√
14

8
sinφ0.

Ïîäñòàâèâ êîíñòàíòû, ïîëó÷àåì:

rmin =
R

4

√
9−

√
81− 56 sin2 φ0, rmax =

R

4

√
9 +

√
81− 56 sin2 φ0.

3. Ëó÷ áóäåò äâèãàòüñÿ âíóòðè öèëèíäðà, åñëè rmax ≤ R. Òîãäà

c21 ≥
√

(2− c21)
2 − 4c22, =⇒ c21 + c22 ≥ 1, =⇒ sinφ0 ≥

√
1− c21

n(r0) sinα0 · r0
=

2√
7
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ φ0:

φ0 ∈
[
arcsin

(
2√
7

)
,π − arcsin

(
2√
7

)]
⇐⇒ φ0 ∈ [49◦,131◦] .
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Àëüòåðíàòèâíàÿ çàäà÷à

1. (0 áàëëîâ) Â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå èíäóêöèè B âëåòàåò ïîä óãëîì α ê ïîëþ ñî

ñêîðîñòüþ v ÷àñòèöà ìàññîé m ñ çàðÿäîì q. Íàéäèòå ðàäèóñ è øàã âèíòîâîé ëèíèè,
ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà.

Îòâåò: R = mv sinα
qB

; h = 2πmv cosα
qB

.

2. (1 áàëë) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ òÿæåëîé íèòè, êîíöû êîòîðîé

çàêðåïëåíû, íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü íå çàâèñèò îò òî÷êè íèòè.

g⃗

3. (4 áàëëà) Ðàññìîòðèì ðàâíîìåðíî çàðÿæåííóþ íåâåñîìóþ íèòü, íàõîäÿùóþñÿ â ðàâ-

íîâåñèè â ïîòåíöèàëå, çàâèñÿùåì òîëüêî îò êîîðäèíàòû z. Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå
ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè ðàâíà T0, à óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê íèòè è îñüþ z ðàâåí α0.

Íàéäèòå ñèëó íàòÿæåíèÿ T â òî÷êå, â êîòîðîé óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê íåé ñ îñüþ z
ðàâåí α.

4. (5 áàëëîâ) Ðàññìîòðèì ðàâíîìåðíî çàðÿæåííóþ íåâåñîìóþ íèòü, íàõîäÿùóþñÿ â ðàâ-

íîâåñèè â ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå, çàâèñÿùåì òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ

äî öåíòðà ñèììåòðèè ñðåäû r. Ïóñòü â òî÷êå, íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè R0 îò öåí-

òðà ñèììåòðèè ñðåäû ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè ðàâíà T0, à óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê

íèòè è ðàäèóñîì-âåêòîðîì ðàâåí α0. Íàéäèòå ñèëó íàòÿæåíèÿ T â òî÷êå, íàõîäÿùåé-

ñÿ íà ðàññòîÿíèè R îò öåíòðà ñèììåòðèè ñðåäû, â êîòîðîé óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé

ê íåé è å¼ ðàäèóñ-âåêòîðîì ðàâåí α.
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Ðåøåíèå àëüòåðíàòèâíîé çàäà÷è

h

α0

v⃗

B⃗

R

1. Íà ÷àñòèöó äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà Ëîðåíöà, íàïðàâ-

ëåííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ñêîðîñòè è ìàãíèòíîìó ïîëþ,

çíà÷èò ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè, ïàðàëëåëüíàÿ ïîëþ,

ñîõðàíÿåòñÿ. Â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó

B⃗, ÷àñòèöà áóäåò äâèãàòüñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì

R. Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà:

mv2⊥
R

= qv⊥B, =⇒ R =
mv sinα

qB
.

Íàéäåì ïåðèîä âðàùåíèÿ:

T =
2πR

v⊥
=

2πm

qB
.

Òîãäà øàã âèíòîâîé ëèíèè ðàâåí

h = v∥T =
2πmv cosα

qB
.

2. Ðàññìîòðèì ó÷àñòîê íèòè ìåæäó îäíîé èç òî÷åê çàêðåïëåíèÿ O è ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé

íèòè A. Òàê êàê ó÷àñòîê íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî ñóììà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà íåãî

ðàâíà íóëþ. Òîãäà çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà ãîðèçòíòàëüíóþ îñü:

T (A) +N = 0,

ãäå N � ïðîåêöèÿ ñèëû, ïðèëîæåííîé ê êîíöó íèòè â òî÷êå çàêðåïëåíèÿ, íà ãîðèçîí-

òàëüíóþ îñü. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè íå çàâèñèò îò òî÷êè

A.

3. Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû z, âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

íàïðàâëåí âäîëü îñè z. Çíà÷èò êîìïîíåíòà ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îñè

z, ñîõðàíÿåòñÿ. Îòñþäà

T = T0
sinα0

sinα

4. Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà ñèììåòðèè ñðåäû, âåêòîð

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ëþáîé òî÷êå ñðåäû íàïðàâëåí âäîëü ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé äàííóþ

òî÷êó ñ öåíòðîì ñèììåòðèè.

Òîãäà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñèììåòðèè ñðåäû ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ íà íèòü ñî ñòîðî-

íû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâåí íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîìåíòû ñèë, äåéñòâóþùèõ íà

âåð¼âêó â òî÷êàõ A è B, ðàâíû äðóã äðóãó ïî ìîäóëþ.

Ìîìåíò ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè â òî÷êå A ðàâåí

M = TR sinα.

Ïðèðàâíèâàÿ ìîìåíòû ñèë íàòÿæåíèÿ íèòè â òî÷êàõ A è B, ïîëó÷èì

T = T0
R0 sinα0

R sinα
.
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