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Íè÷åãî íå ïîíèìàþ, íî,
ïîõîæå, íàñ îæèäàåò ÷òî-òî ýïè÷åñêîå.

Êðîø, ¾Ñìåøàðèêè Ïèí-Êîä¿

Êàðàì

×àñòü 1

Íà êîíöàõ äâóõ ñòåðæíåé äëèíîé L çàêðåïëåíû äâå ñìåøàéáû ìàññîé m. Ñòåðæíè ñîåäè-
íåíû ñìåøàðíèðîì ìàññîé 2m. Ñèñòåìà ðàñïîëîæåíà íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè, ïðè÷¼ì èçíà÷àëüíî ñìåøàéáû è ñìåøàðíèðû ðàñïîëàãàþòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé.

F

L L

m m2m

Íà ñìåøàðíèð íà÷èíàþò äåéñòâîâàòü ïîñòîÿííîé ãîðèçîíòàëüíîé ñèëîé F , íàïðàâëåííîé
ïåðïåíäèêóëÿðíî ñòåðæíÿì. Îêàçàëîñü, ÷òî â ñëåäóþùèé ðàç óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñòåðæíåé
ðàâíà íóëþ â ìîìåíò, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ñìåøàéáàìè ðàâíÿëîñü L

√
3. Íàéäèòå:

1. (1,5 áàëëà) êîëè÷åñòâî òåïëîòû, âûäåëèâøååñÿ ïðè ïåðâîì ñîóäàðåíèè ãðóçîâ;

2. (1 áàëë) êîëè÷åñòâî òåïëîòû, âûäåëèâøååñÿ ïðè ñîóäàðåíèÿõ ãðóçîâ çà áîëüøîå âðå-
ìÿ;

3. (3,5 áàëëà) íàéäèòå ñêîðîñòü ñìåøàðíèðà â ìîìåíò ñëåäóþùåãî îáíóëåíèÿ óãëîâîé
ñêîðîñòè ñòåðæíåé.

×àñòü 2

Îäíîðîäíàÿ öåïî÷êà äëèíû 2L ìàññû M âûòÿíóòà â ïðÿìóþ ëèíèþ è ðàñïîëîæåíà íà
ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ê öåíòðó öåïî÷êè ïðèêëàäûâàþò ïîñòîÿííóþ ñè-
ëó F , íàïðàâëåííóþ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê öåïî÷êå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî óäàðû çâåíüåâ àáñîëþòíî
íåóïðóãèå íàéäèòå:

4. (1,5 áàëëà) Ñêîëüêî ýíåðãèè âûäåëèòñÿ çà âñå ñîóäàðåíèÿ çâåíüåâ.
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×àñòü 3. Íåöåíòðàëüíûé óäàð ñìåøàéá

Â äàííîé ÷àñòè çàäà÷è íàäî áóäåò àíàëèçèðîâàòü ÷àñòè÷íî óïðóãèå óäàðû ñìåøàéáî÷åê ñ
êîýôôèöèåíòîì âîññòàíîâëåíèÿ k, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

k = 1− Eï/W,

ãäå Eï � ïîòåðè ýíåðãèè, à W � ìàêñèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè âî âðåìÿ óäàðà.

Íàïðèìåð, ñìåøàéáà ïàäàåò ñ âûñîòû H è óäàðÿåòñÿ î ïîë. Ìàêñèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå-
ôîðìàöèè mgH. Åñëè êîýôôèöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ ðàâåí k, òî ýíåðãèÿ ñìåøàéáû ïîñëå
óäàðà ðàâíà mgHk è îíà ïîäíèìåòñÿ íà âûñîòó Hk.

Äâå ñìåøàéáî÷êè îäèíàêîâîãî ðàäèóñà R ðàñïîëàãàþòñÿ íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè.
Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñìåøàéáî÷åê î ïîâåðõíîñòü îäèíàêîâ è ðàâåí µ. Ñìåøàéáî÷êà ìàññû
m1 íàëåòàåò íà ïîêîÿùóþñÿ ñìåøàéáî÷êó ìàññû m2. Â ìîìåíò óäàðà ñ êîýôôèöèåíòîì
âîññòàíîâëåíèÿ k ñêîðîñòü ïåðâîé ñìåøàéáû ðàâíà v0. Ïîñëå óäàðà âòîðàÿ ñìåøàéáà ê
ìîìåíòó îñòàíîâêè ïðîøëà ïóòü L2. Íàéäèòå

5. (1,5 áàëëà) êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q, âûäåëèâøååñÿ çà âðåìÿ ñîóäàðåíèÿ;

6. (1 áàëëà) ðàññòîÿíèå L1, ïðîéäåííîå ïåðâîé ñìåøàéáîé ïîñëå ñîóäàðåíèÿ.

Ìåæäó ñìåøàéáî÷êàìè òðåíèÿ íåò.

Àâòîð çàäà÷è: À.Óéìèí
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Ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è

×àñòü 1

1. Çàïèøåì òåîðåìó î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ

4mac = F ; =⇒ ac =
F

4m
= const.

Çàìåòèì, ÷òî óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ ïîñòîÿííî. Äëÿ óäîáñòâà ïåðåéä¼ì â ñèñòåìó îòñ÷¼òà
öåíòðà ìàññ. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà ðàáîòå ñèëû F ïî ïåðåìåùåíèþ øàðíè-
ðà (ðàáîòà ñèë èíåðöèè ðàâíà íóëþ, ñì. àëüòåðíàòèâíóþ çàäà÷ó). Îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó
ñòåðæíÿìè è èõ èçíà÷àëüíûìè ïîëîæåíèÿìè çà φ.

y

x

F

F/2

F/4F/4

φ

Ðàáîòà ñèëû F áóäåò ðàâíà FL
2
sinφ. Â ñëåäóþùèé ðàç óãëîâàÿ ñêîðîñòü îáíóëèòñÿ, êîãäà

φ = 90◦ − arcsin
√
3
2

= 30◦. Òîãäà èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

Q1 =
FL

2
sin 30◦ =

FL

4
.

2.ßñíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå áîëüøîãî ÷èñëà ñîóäàðåíèé ñòåðæíè ïðèäóò â ïîëîæåíèå φ = 90◦.
Òîãäà àíàëîãè÷íî

Q2 =
FL

2
sin 90◦ =

FL

2
.

3. Ââåä¼ì îñü x âäîëü ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû, à îñü y ïåðïåíäèêóëÿðíî åé. Òîãäà ñêîðîñòü
øàðíèðà áóäåò ðàâíà (

v2mx , v2my
)
=

(
L

2
cos(φ)φ̇, 0

)
,

à ñêîðîñòè ãðóçîâ ðàâíû(
vmx , vmy

)
=

(
−L

2
cos(φ)φ̇, ±L

2
sin(φ)φ̇

)
.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

K = 2 · mv2m
2

+
2mv22m

2
=

mL2

2

(
1 + sin2 φ

)
φ̇2.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïîñòîÿííîé ñèëû, êàê èçâåñòíî, ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñèëû íà ïå-
ðåìåùåíèå âäîëü ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû. Òîãäà

Π = −FL

2
(sinφ− sinφ0) ,
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ãäå φ0 � óãîë, ïðè êîòîðîì îáíóëÿåòñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ðåçóëüòàòå
ñîóäàðåíèÿ ìàêñèìàëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû èçìåíÿåòñÿ â

Π(30◦)

Π(0◦)
=

1− sin 30◦

1− sin 0◦
=

1

2

ðàçà, ïîýòîìó ïîñëå âòîðîãî ñîóäàðåíèÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü îáíóëèòñÿ ïðè φ0 = arcsin 3
4
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âðåìåíè, ïðîøåäøåãî äî âòîðîãî îáíóëåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè, ìîæåì
çàïèñàòü

K +Π = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, âûðàçèì çàâèñèìîñòü
óãëîâîé ñêîðîñòè φ̇ îò óãëà ïîâîðîòà φ

dφ

dt
=

√
F

mL

√
sinφ− sinφ0

1 + sin2 φ
.

Òåïåðü ìîæåì íàéòè âðåìÿ T , ïðîøåäøåå äî âòîðîãî îáíóëåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè. Ðàçäå-
ëèì ïåðåìåííûå è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå

T =

√
mL

F

∫ π
2

0

√
1 + sin2 φ

sinφ
dφ+ 2

∫ π
2

π
6

√
1 + sin2 φ

sinφ− 1
2

dφ+

∫ π
2

arcsin 3
4

√
1 + sin2 φ

sinφ− 3
4

dφ

 .

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå îòâå÷àåò çà äâèæåíèå äî ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ (φ0 = 0◦), âòîðîå �
çà äâèæåíèå ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì ñòîëêíîâåíèÿìè (φ0 = 30◦), à òðåòüå � çà äâèæåíèå
îò âòîðîãî ñòîëêíîâåíèÿ äî âòîðîãî îáíóëåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè

(
φ0 = arcsin 3

4

)
. Ïîñêîëü-

êó â ìîìåíò âòîðîãî îáíóëåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ãðóçîâ ðàâíû ñêîðîñòè øàðíèðà, òî

v = acT ; =⇒ v =
1

4

√
FL

m

√
sinφ− sinφ0

1 + sin2 φ
.

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïîäñòàíîâîê, íàõîäèì

v =
1

4

√
FL

m

∫ π
2

0

√
1 + sin2 φ

sinφ
dφ+ 2

∫ π
2

π
6

√
1 + sin2 φ

sinφ− 1
2

dφ+

∫ π
2

arcsin 3
4

√
1 + sin2 φ

sinφ− 3
4

dφ

 =

= 3,00675

√
FL

m
.

×àñòü 2

4. Àíàëîãè÷íî ïóíêòó 2, äâå ïîëîâèíû öåïî÷êè âûïðÿìèòñÿ âäîëü ñèëû F . Ñåðåäèíà
öåïî÷êè ñìåùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ íà ðàññòîÿíèå L

2
, è âñÿ ýòà ðàáîòà ïåðåõîäèò

â òåïëî

Q4 =
FL

2
.

×àñòü 3
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x

y

v0

5. Ïåðåéä¼ì â ñèñòåìó îòñ÷¼òà, äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ
v0x

m1

m1+m2
âäîëü îñè x. Â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ïðîåêöèè ñêîðî-

ñòåé ñìåøàéáî÷åê íà îñü x ðàâíû

v′1x = v0x
m2

m1 +m2

; v′2x = −v0x
m1

m1 +m2

.

Ïðîåêöèÿ èìïóëüñà ñèñòåìû íà îñü x ðàâíà íóëþ. Òîãäà ïîñëå
óäàðà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîåêöèè ñêîðîñòåé ñìåøàéáî÷åê ðàâíû

u′
1x = −u

m2

m1 +m2

; u′
2x = u

m1

m1 +m2

.

Êîãäà ñìåøàéáî÷êè ìàêñèìàëüíî äåôîðìèðîâàíû, ïðîåêöèè èõ ñêîðîñòåé íà îñü x ðàâíû
íóëþ. Òîãäà

W =
m1

2

(
v0xm2

m1 +m2

)2

+
m2

2

(
v0xm1

m1 +m2

)2

=
m1m2

m1 +m2

v20x
2
.

Íàéä¼ì u èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

m1

2

(
v0xm2

m1 +m2

)2

+
m2

2

(
v0xm1

m1 +m2

)2

=
m1

2

(
um2

m1 +m2

)2

+
m2

2

(
um1

m1 +m2

)2

+ (1− k)W,

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íàõîäèì

W =
m1m2

m1 +m2

u2

2
+ (1− k)W, =⇒ u = v0x

√
k.

Òîãäà ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè âòîðîé ñìåøàéáî÷êè íà îñü x â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà
ðàâíà

u2x = u′
2x + v0x

m1

m1 +m2

= v0x
m1

m1 +m2

(
1 +

√
k
)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ïîñëå óäàðà âòîðàÿ ñìåøàéáà ê ìîìåíòó îñòàíîâêè ïðîøëà
ïóòü L2, òî

m2u
2
2x

2
= µm2gL2; =⇒ u2x =

√
2µgL2.

Îòêóäà ïîëó÷àåì

v0x =
m1 +m2

m1

(
1 +

√
k
)√2µgL2.

Òîãäà êîëè÷åñòâî òåïëîòû, âûäåëèâøååñÿ ñ ìîìåíòà ñîóäàðåíèÿ ðàâíî

Q = (1− k)W = (1− k)
m1m2

m1 +m2

(m1 +m2)
2

m2
1

(
1 +

√
k
)2 2µgL2

2
= (1− k)

m2

m1

m1 +m2

(1 +
√
k)2

µgL2.

6. Ðàññòîÿíèå L1 íàéä¼ì èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

m1v
2
0

2
= Q+ µgL1m1 + µm2gL2.

Îêîí÷àòåëüíî

L1 =
v20
2µg

− L2
m2

m1

− (1− k)
m2

m2
1

m1 +m2

(1 +
√
k)2

L2.
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Àëüòåðíàòèâíàÿ çàäà÷à

F

L

L

m

m1. (2,5 áàëëà) Äâå ñìåøàéáû ñîåäèíåíû íèòüþ äëèíîé 2l è ïîêîÿòñÿ íà
ëüäó. Íèòü íà÷èíàþò òÿíóòü çà ñåðåäèíó ñ ïîñòîÿííîé ãîðèçîíòàëüíîé
ñèëîé F . Íàéäèòå, êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû âûäåëèòñÿ ïðè àáñîëþò-
íî íåóïðóãîì óäàðå ñìåøàéá.

2. (1,5 áàëëà) Ñìåøàéáó, êîòîðàÿ ïîêîèëàñü íà äîñêå, íà÷èíàþò òÿíóòü
ñ ïîñòîÿííîé ñèëîé F . Íàéäèòå ñóììàðíóþ ðàáîòó ñèë èíåðöèè â ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ.

3. (2 áàëëà) Öåíòð ìàññ ñèñòåìû èç N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê äâèæåòñÿ
ñ óñêîðåíèåì a. Íàéäèòå ñóììàðíóþ ðàáîòó ñèë èíåðöèè â ñèñòåìå
îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ.

4. (2 áàëëà) Ðåøèòå ïóíêò 5 îñíîâíîé çàäà÷è äëÿ k = 0 è k = 1.

5. (2 áàëëà) Ðåøèòå ïóíêò 6 îñíîâíîé çàäà÷è äëÿ k = 0,5.
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Ðåøåíèå àëüòåðíàòèâíîé çàäà÷è

1. Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû øàéá: ïåðâóþ, êîòîðàÿ îïèñàíà â óñëîâèè, è âòîðóþ, èçîá-
ðàæåííóþ íà íèæíåì ðèñóíêå. Íàïðàâèì îñü x âäîëü ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû. Ïóñòü âñå
øàéáû íà÷èíàþò äâèæåíèå èç ïîëîæåíèÿ x = 0. Çàìåòèì, ÷òî íà ëþáóþ øàéáó âäîëü îñè
x äåéñòâóåò ñèëà F/2. Òîãäà çàâèñèìîñòü x(t), à çíà÷èò è v(t), äëÿ âñåõ øàéá îäèíàêîâàÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîîðäèíàòà òî÷êè, â êîòîðîé ïðîèçîøåë óäàð øàéá ïåðâîé ñèñòåìû
x = d. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ñóììàðíàÿ ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ íàä ïåðâîé ñèñòåìîé ðàâíà

A1 = F (d+ l),

òàê êàê òî÷êà ïðèëîæåíèÿ âíåøíåé ñèëû ñìåñòèëàñü íà ðàññòîÿíèå d + l. Íàä âòîðîé
ñèñòåìîé áûëà ñîâåðøåíà ðàáîòà

A2 = Fd.

Ïîñëå ñîóäàðåíèÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàéá â îáîèõ ñèñòåìàõ áóäåò îäèíàêîâîé, ïîýòîìó
òåïëî, âûäåëèâøååñÿ âî âðåìÿ ñîóäàðåíèÿ, ìîæíî íàéòè êàê ðàçíîñòü ðàáîò, ñîâåðøåííû-
úõ íàä ñèñòåìîé

Q = A1 − A2 = Fl.

2. Ïî òåîðåìå î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ ñèñòåìû ñìåøàéáà-äîñêà
ðàâíî

a⃗c =
F⃗

m+M
,

ãäå m � ìàññà ñìåøàéáû, M � ìàññà äîñêè. Ïåðåéäåì â ñèñòåìó îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ.
Òîãäà íà äîñêó è ñìåøàéáó áóäóò äåéñòâîâàòü ñèëû èíåðöèè

F⃗ñ = −ma⃗c, F⃗ä = −Ma⃗c.

Ââåäåì ãîðèçîíòàëüíóþ îñü x. Êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññ íå èçìåíÿåòñÿ, çíà÷èò äëÿ ìàëûõ
ïåðåìåùåíèé ñìåøàéáû è äîñêè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

m∆xñ +M∆xä = 0.

Ïîñ÷èòàåì ðàáîòó ñèë èíåðöèè

A = Fñ∆xñ + Fä∆xä = −mac∆xñ −Mac∆xä = −ac(m∆xñ +M∆xä) = 0.

3.Ïåðåéäåì â ñèñòåìó îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ. Ïóñòü ìàññû òî÷åê ðàâíûmi, ãäå i = 1, 2, . . . , N .
Òîãäà èíåðöèè, äåéñòâóþùàÿ íà i-þ òî÷êó ðàâíà

F⃗i = −mia⃗.

Ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ íå èçìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó

N∑
i=1

midr⃗i = 0.

Ïîñ÷èòàåì ñóììàðíóþ ðàáîòó ñèë èíåðöèè

A =
N∑
i=1

(F⃗i, dr⃗i) =
N∑
i=1

(−mia⃗, dr⃗i) =
N∑
i=1

(−a⃗,midr⃗i) =

(
−a⃗,

N∑
i=1

midr⃗i

)
= 0.
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4. k = 0. Â ýòîì ñëó÷àå Q = W , ò.å. ïðîèñõîäèò àáñîëþòíî íåóïðóãèé óäàð. Òîãäà ïîñëå
óäàðà ïðîåêöèè ñêîðîñòåé øàéá íà îñü x ðàâíû

u = v0x
m1

m1 +m2

.

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïîëó÷àåì, ÷òî

m2u
2

2
= µm2gL2 =⇒ u =

√
2µgL2.

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ v0 èç âûðàæåíèÿ äëÿ u, ïîëó÷àåì, ÷òî âûäåëèâøååñÿ òåïëî ðàâíî

Q =
(m1 +m2)u

2

2
− m1v

2
0x

2
=

m1m2

m1 +m2

v20x
2

=
m2

m1

(m1 +m2)µgL2.

k = 1. Â ýòîì ñëó÷àå

1− Q

W
= 1,

çíà÷èò Q = 0, ò. å. ïðîèñõîäèò àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð è òåïëî íå âûäåëÿåòñÿ.

5. Ñìîòðèòå ðåøåíèå ïóíêòà 6 îñíîâíîé çàäà÷è.
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