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Ëþäè ñîçäàþò ëîâóøêè è ñàìè â íèõ ïîïàäàþò.

Õàðäëè Õàâåëîê, êíèãà ¾Ðåíåãàò¿

Êóáèò

Âîïðîñû ïî ìàòåìàòèêå ìîæíî çàäàâàòü Ãðèäíåâó Èëüå, ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ �
Øèøêèíó Ïàøå.

×àñòü 1. (4 áàëëà) Îäíîêóáèòíûå ãåéòû â êâàíòîâîì êîìïüþòåðå

Êâàíòîâûé áèò èëè êóáèò � ýòî åäèíèöà õðàíåíèÿ ïàìÿòè â êâàíòîâîì êîìïüþòåðå. Îò
ìëàäøåãî áðàòà è êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà, áèòà, ïðèíèìàþùåãî ëèøü äâà çíà÷åíèÿ � 0 è 1,
êóáèò îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, îáëàäàþ-
ùóþ êâàíòîâûìè ñâîéñòâàìè. Ó÷¼ò ýòèõ ñâîéñòâ è îïèñàíèå ðàáîòû êóáèòîâ ïðîèçâîäÿòñÿ
ñ ïîìîùüþ ïðàâèëüíî ïîäîáðàííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. Â ýòîé ÷àñòè çàäà÷è ìû
ïîçíàêîìèìñÿ ñ ñàìèìè êóáèòàìè è îñíîâíûìè îïåðàöèÿìè ñ íèìè.

Ñîñòîÿíèå êóáèòà

Â àòîìàõ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ÷àñòî íå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íåïðåðûâíî, à ïðèíèìàåò äèñêðåò-
íûå çíà÷åíèÿ (íàïðèìåð, â àòîìå âîäîðîäà). Êóáèò � ýòî ìîäåëü êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî äâà óðîâíÿ ýíåðãèè. Íàïðèìåð, â îäíîì èç
êîìïüþòåðîâ â Ðîññèéñêîì êâàíòîâîì öåíòðå (ÐÊÖ) â êà÷åñòâå êóáèòîâ èñïîëüçóåòñÿ èîí
êàëüöèÿ, îäíèì èç óðîâíåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîå ñîñòîÿíèå âíåøíåãî ýëåêòðîíà, à
äðóãîå � îäíî èç åãî âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé.

Ñîñòîÿíèå êóáèòà îïèñûâàåòñÿ äâóìåðíûì êîìïëåêñíûì âåêòîðîì

ψ =

(
c1
c0

)
,

ãäå c0 è c1 � ýòî êîìïëåêñíûå ôóíêöèè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ àìïëèòóäàìè âåðîÿòíîñòè,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |c0|2 + |c1|2 = 1.

Åñëè ψ0 =

(
0
1

)
òî ýòî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, àíàëîãè÷íîå òîìó, êîãäà êëàññè÷åñêèé áèò

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0. Åñëè ψ1 =

(
1
0

)
, òî ýòî âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå, àíàëîãè÷íîå òîìó,

êîãäà êëàññè÷åñêèé áèò ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Ïðîèçâîëüíîå æå ñîñòîÿíèå êóáèòà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

ψ = c0

(
0
1

)
+ c1

(
1
0

)
= c0ψ0 + c1ψ1.

Ìîæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè c0 è c1 ÿâëÿþòñÿ àìïëèòóäàìè îáíàðóæåíèÿ êóáèòà
â ñîñòîÿíèÿõ ψ0 è ψ1. Èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìû ïðîâåä¼ì êàêîå-ëèáî
èçìåðåíèå ñîñòîÿíèÿ êóáèòà, òî îí îáÿçàòåëüíî îêàæåòñÿ èëè â ñîñòîÿíèè ψ0, èëè â ñîñòî-
ÿíèè ψ1. ×èñëî |c0|2 ïîêàçûâàåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëå èçìåðåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êóáèòà
îí îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè 0, à |c1|2 � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè 1.

Äî èçìåðåíèÿ êóáèò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ψ =

(
c1
c0

)
, ò. å. â ñóïåðïîçèöèè ýòèõ äâóõ

ñîñòîÿíèé.

2

https://t.me/gridsearch
https://t.me/DobriyKirpich


10.s04.e05 Ñîäåðæàíèå

φ

θ

x

y

z
ψ

Ðèñ. 1: Ñôåðà Áëîõà

Êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé òåì, ÷òî ïðè å¼ èçìåðåíèè å¼
ñîñòîÿíèå ïðèíöèïèàëüíî èçìåíÿåòñÿ. Â ñëó÷àå êóáèòîâ ïîñëå èçìåðåíèÿ îí îêàçûâàåòñÿ

ëèáî â ñîñòîÿíèè

(
1
0

)
, ëèáî â ñîñòîÿíèè

(
0
1

)
.

Ïðèìåð 1.Êóáèò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

(
1/2√
3/2

)
. Åñëè ìû ïðîâåä¼ì èçìåðåíèå ñîñòîÿíèÿ

êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, òî îí îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè

(
1
0

)
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/4, à â

ñîñòîÿíèè

(
0
1

)
c âåðîÿòíîñòüþ 3/4.

Ïðèìåð 2. Êóáèò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

(
i/
√
2√

2/2

)
. Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïîñëå ïðîâåäå-

íèÿ èçìåðåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êóáèòà îí îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè ψ0 èëè ψ1 ðàâíû 1/2.

1.1. (0,1 áàëë) Èçâåñòíî, ÷òî êóáèò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

(
1+i
2

x

)
. Íàéäèòå x.

Èç òîãî ôàêòà, ÷òî |c0|2+ |c1|2 = 1 ñëåäóåò, ÷òî îäíèì èç ñïîñîáîâ, êîòîðûì ìîæíî çàäàòü
îáùèé âèä ñîñòîÿíèÿ êóáèòà ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå

ψ = cos

(
θ

2

)
ψ0 + eiφ sin

(
θ

2

)
ψ1.

Òàêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ÷àñòî âûáèðàþò èç-çà å¼ óäîáíîé è íàãëÿäíîé èíòåðïðåòàöèè ÷å-
ðåç ñôåðó Áëîõà (ñì. ðèñ. 1). Íà íåé ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ åäèíè÷íîì âåêòîðîì,
îáðàçóþùèì óãîë θ ñ îñüþ z. Åãî ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü xy îáðàçóåò óãîë φ ñ îñüþ x.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â îáùåì âèäå ñîñòîÿíèå êóáèòà îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ãëîáàëü-
íîé ôàçû:

ψ = eiα
(
cos

(
θ

2

)
ψ0 + eiφ sin

(
θ

2

)
ψ1

)
.

Äåéñòâèÿ ñ êóáèòàìè

Àíàëîãè÷íî ëîãè÷åñêèì îïåðàöèÿì â êëàññè÷åñêîì êîìïüþòåðå (È, ÈËÈ, ÍÅ è äð.), â
êâàíòîâîì êîìïüþòåðå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ êâàíòîâûõ îïåðàöèé íàä êó-
áèòàìè, êîòîðûå òàêæå íàçûâàþò êâàíòîâûìè ãåéòàìè. Ðàçëè÷àþò îäíîêóáèòíûå ãåéòû,
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äåéñòâóþùèå òîëüêî íà îäèí êóáèò, è ìíîãîêóáèòíûå ãåéòû, äåéñòâóþùèå íà íàáîð êó-
áèòîâ ðàçìåðîì 2 è áîëüøå. Äåéñòâèå ãåéòà èçìåíÿåò ñîñòîÿíèå êóáèòà è ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî ìàòðèöåé, äåéñòâóþùåé íà âåêòîð ψ. Â ýòîé ÷àñòè çàäà÷è ìû ïðåäëàãàåì
âàì ïîðàáîòàòü ñ îäíîêóáèòíûìè ãåéòàìè.

Ìàòðèöåé îäíîêóáèòíîãî ãåéòà ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 2× 2

U =

(
A B
C D

)
ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: U †U = UU † = I, ãäå U † = (UT )∗ � òðàíñïîíèðîâàíèå è êîì-
ïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ìàòðèöû U , I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ìàòðèöû, îáëàäàþùèå òàêèì
ñâîéñòâîì, òàêæå íàçûâàþò óíèòàðíûìè ìàòðèöàìè.

Äåéñòâèå ìàòðèöû íà ñîñòîÿíèå êóáèòà îïèñûâàåòñÿ îáû÷íûì ìàòðè÷íûì óìíîæåíèåì
ìàòðèöû íà âåêòîð-ñòîëáåö

Uψ =

(
A B
C D

)(
c1
c0

)
.

1.2. (0,1 áàëë) Âû÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé êóáèò îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè 0 ïîñëå
äåéñòâèÿ íà íåãî ãåéòà U , ñ÷èòàÿ ýëåìåíòû A, B, C è D è c1, c0 èçâåñòíûìè.

Ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

(
A B
C D

)
îïðåäåëÿåòñÿ âîñåìüþ âåùåñòâåííûìè

ïàðàìåòðàìè. Òðåáîâàíèå óíèòàðíîñòè óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ.

1.3. (0,1 áàëë) Ñêîëüêî íåçàâèñèìûõ âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ îäíîçíà÷íî çàäàåò óíè-
òàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå?

1.4. (0,1 áàëë) Íàéäèòå óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå U , åñëè èçâåñòíî, ÷òî U2 = U .

1.5. (0,1 áàëë) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíåííûå îäíîêóáèòíûå ãåéòû òàêæå
ÿâëÿþòñÿ îäíîêóáèòíûì ãåéòîì.

Îäíîêóáèòíûå ãåéòû ÷àñòî ðàñêëàäûâàþò ÷åðåç ìàòðèöû Ïàóëè, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþ-
ùèé âèä

X =

(
0 1
1 0

)
, Y =

(
0 −i
i 0

)
, Z =

(
1 0
0 −1

)
.

1.6. (0 áàëëîâ) Ïðîâåðüòå, ÷òî ìàòðèöû Ïàóëè ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûìè.

1.7. (0,2 áàëëà) Ïîäåéñòâóéòå ïî îòäåëüíîñòè ìàòðèöàìè Ïàóëè íà âåêòîð

(
i/
√
2√

2/2

)
. Êàê

èçìåíÿòñÿ àìïëèòóäû îáíàðóæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ψ0 è ψ1. Èçîáðàçèòå èñõîäíîå è ïîëó-
÷åííîå ñîñòîÿíèÿ íà ñôåðå Áëîõà.

1.8. (0,1 áàëë) Êàêîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èìååò êàæäîå èç ïðåîáðàçîâàíèé X, Y , Z?

1.9. (0,1 áàëë) Íàéäèòå ðàçíîñòü XY − Y X?

Ââåä¼ì ýëåìåíò (ãåéò) Àäàìàðà

H =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
.

1.10. (0,1 áàëë) Íàéäèòå, ÷åìó ðàâíû ñëåäóþùèå ìàòðèöû

HXH, HY H, HZH.
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1.11. (0,1 áàëë) Ïîäåéñòâóéòå ýëåìåíòîì Àäàìàðà íà ñîñòîÿíèÿ (ψ0 +ψ1)/
√
2. ×åìó áóäóò

ðàâíû âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü êóáèò â ñîñòîÿíèÿõ ψ0 è ψ1 ïîñëå äåéòâèÿ ýòîãî
ãåéòà? Êàê èçìåíèòñÿ îòâåò, åñëè èñõîäíîå ñîñòîÿíèå áûëî (ψ1 − ψ0)/

√
2?

Ïðè ðåøåíèè ñëåäóþùåãî ïóíêòà âàì ìîãóò áûòü ïîëåçíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû. Îïðåäå-
ëèì ïîíÿòèå ýêñïîíåíòû îò ìàòðèöû

eαA = I + αA+
α2

2!
A2 + . . .+

αn

n!
An + . . .

1.12. (0,5 áàëëà) Íàéäèòå

Rx(θ) = exp

(
−iθX

2

)
, Ry(θ) = exp

(
−iθY

2

)
, Rz(θ) = exp

(
−iθZ

2

)
.

Ñ÷èòàéòå, ÷òî θ � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

1.13. (0,1 áàëë) ßâëÿþòñÿ ëè Rx, Ry, Rz îäíîêóáèòíûìè ãåéòàìè?

1.14. (0,3 áàëëà) Êàêîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èìååò êàæäîå èç ïðåîáðàçîâàíèé Rx, Ry,
Rz?

Èç ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ è èõ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîëüíûé
îäíîêóáèòíûé ãåéò ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

U = eiαRz(β)Ry(γ)Rz(δ),

ãäå α, β, γ è δ � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

1.15. (0,2 áàëëà) Ïîäáåðèòå ïàðàìåòðû α, β, γ è δ, ÷òîáû ïîëó÷èòü ãåéò Àäàìàðà.

1.16. Ïðåäëîæèòå îäíîêóáèòíûé ãåéò, ÷òîáû ïåðåéòè èç ñîñòîÿíèÿ c0 = c1 = 1/
√
2 â ñî-

ñòîÿíèå

(a) (0,2 áàëëà) c0 =
√
2/2 è c1 = i

√
2/2;

(b) (0,2 áàëëà) c0 =
√
3/2 è c1 = 1/2;

(c) (0,2 áàëëà) c0 =
√
3/2 è c1 = i/2.

Îñöèëëÿöèè Ðàáè

Â êâàíòîâîì êîìïüþòåðå íà èîíàõ ëþáîå ìàíèïóëèðîâàíèå êóáèòàìè ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ëàçåðîâ. Òàê, äëÿ ïðîâåäåíèÿ îäíîêóáèòíûõ îïåðàöèé íåîáõîäèìî ñâåòèòü íà èîí
ëàçåðîì ñ ÷àñòîòîé, â òî÷íîñòè ðàâíîé ÷àñòîòå ïåðåõîäà. Äëÿ êàëüöèÿ ýòà ÷àñòîòà ðàâíà
411,0421297763931 ÒÃö (äëèíà âîëíû ëàçåðà íà ýòîé ÷àñòîòå ðàâíà 729,3472767939562 íì).
Ìàòðèöà ãåéòà â òàêîì ñëó÷àå çàâèñèò îò âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî ìû ñâåòèì ëàçåðîì
íà èîí, è çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

U(t) =

(
cos
(
Ωt
2

)
e−iφ+iπ

2 sin
(
Ωt
2

)
eiφ−iπ

2 sin
(
Ωt
2

)
cos
(
Ωt
2

) )
.

Çäåñü Ω � ýòî ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé âçàèìîäåéñòâèå èîíà ñ ëàçåðîì, êîòîðûé íà-
çûâàåòñÿ ÷àñòîòîé Ðàáè, φ � ôàçà ëàçåðà è t � âðåìÿ. ×àñòîòà Ðàáè âçàèìîäåéñòâèÿ èîíà
ñ ëàçåðîì îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííèìè ñâîéñòâàìè èîíà è èíòåíñèâíîñòüþ ëàçåðíîãî ïó÷êà.

1.17. (0,2 áàëëà) Íàéäèòå, êàêèìè äîëæíû áûòü âðåìÿ ãåéòà (äëèòåëüíîñòü ëàçåðíîãî
èìïóëüñà) è ôàçà ëàçåðà, ÷òîáû ìàòðèöà ãåéòà áûëà ðàâíà ìàòðèöå Ïàóëè Y , åñëè
÷àñòîòà Ðàáè ðàâíà 1,6/2π ÌÃö.
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Ôèäåëèòè îïåðàöèé

Â ëàçåðå ñóùåñòâóþò øóìû èíòåíñèâíîñòè è ÷àñòîòû è äðóãèå íåñîâåðøåíñòâà ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîé óñòàíîâêè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê îøèáêàì, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ðåàëüíûé ãåéò
ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò òîãî, êîòîðûé ìû õîòåëè ðåàëèçîâàòü. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîòåðè òî÷-
íîñòè (ôèäåëèòè) îïåðàöèé.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷íîñòè îïåðàöèé èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî. Ïóñòü èñõîäíî êó-
áèò íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè ψ, à íàì íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ãåéò G, â ðåçóëüòàòå
êîòîðîãî áóäåò ïîëó÷åíî ñîñòîÿíèå Gψ = g0ψ0+g1ψ1. Â õîäå ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà áûë
ðåàëèçîâàí äðóãîé ãåéò G̃, íåñêîëüêî îòëè÷àþùèéñÿ îò èñõîäíîãî, è ïîëó÷åíî ñîñòîÿíèå
G̃ψ = g̃0ψ0 + g̃1ψ1. Òîãäà ôèäåëèòè F âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

F = |g̃∗0g0 + g̃∗1g1|2.

Ïóñòü íàøåé öåëüþ áûëî ïðîâåñòè ãåéò Àäàìàðà, à ïîëó÷èëîñü êàê âñåãäà ïðåîáðàçîâàíèå

H̃ =
1√

1 + 0,992

(
0,99 1
1 −0,99

)
.

1.18. (0,2 áàëëà) Íàéäèòå ôèäåëèòè, åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå áûëî

(
0
1

)
.

1.19. (0,2 áàëëà) ×åìó áóäåò ðàâíî ôèäåëèòè äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ èç ïðåäûäóùåãî
ïóíêòà, åñëè ìû õîòåëè ïðîâåñòè ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà 10 ðàç è êàæäûé ðàç
ïîëó÷àëè ìàòðèöó H̃?

1.20. (0,2 áàëëà) Êàê èçìåíèòñÿ îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ 18, åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

áûëî

(
i/
√
2√

2/2

)
.

Êîððåêöèÿ îøèáîê

Êàê è äëÿ êëàññè÷åñêîãî êîìïüþòåðà, äëÿ êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà ðàçðàáîòàíû ñïåöèàëü-
íûå êîäû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò èñïðàâëÿòü (ïðîâîäèòü êîððåêöèþ) âîçíèêàþùèõ îøèáîê.
Â äàííîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé ñïîñîá êîððåêöèè îøèáîê, ÷òîáû ïîíÿòü
èäåþ àëãîðèòìà.

Ïóñòü ìû áóäåì ñ÷èòàòü îäíèì ëîãè÷åñêèì áèòîì êîìïüþòåðà (ñîñòîÿíèå êîòîðîãî, íàïðè-
ìåð, ìû õîòèì ïåðåäàòü íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå) òðè ôèçè÷åñêèõ áèòà. Â õîäå ïåðåäà÷è
ñîñòîÿíèÿ ëîãè÷åñêîãî áèòà îäèí èëè íåñêîëüêî áèòîâ èç òðîéêè ôèçè÷åñêèõ ìîãóò èçìå-
íèòü ñâîè ñîñòîÿíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü îøèáêîé òîëüêî ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ôèçè÷åñêèé áèò
ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ, ò. å. åãî ñîñòîÿíèå ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå, è ïóñòü âåðîÿòíîñòü
ïåðåâîðîòà îäíîãî ôèçè÷åñêîãî áèòà p.

Ïîñëå ïåðåäà÷è ôèçè÷åñêèå áèòû ìîãóò ëèáî îêàçàòüñÿ â ïðàâèëüíîì ñîñòîÿíèè, ëèáî ïå-
ðåâåðíóòüñÿ è ïðèâåñòè ê îøèáêå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñòîÿíèåì ëîãè÷åñêîãî áèòà áóäåò
ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì îêàçàëîñü áîëüøèíñòâî ôèçè÷åñêèõ áèòîâ. Ò. å. åñëè ïîñëå èçìåðå-
íèÿ ìû ôèêñèðóåì ðåçóëüòàò êàê 001, òî ñ÷èòàåì, ÷òî ëîãè÷åñêèé áèò íàõîäèòñÿ â ñîñòî-
ÿíèè 0. À åñëè ðåçóëüòàò 101, òî ñ÷èòàåì, ÷òî ñîñòîÿíèå ëîãè÷åñêîãî áèòà � 1. Åñëè ïîñëå
âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ïåðåâåðíóëîñü äâà áèòà îäíîâðåìåííî, òîãäà ìû îïðåäåëèì ñîñòî-
ÿíèå îøèáî÷íî. Ýòà ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ñõåìîé êîððåêöèè îøèáîê, äëÿ êîòîðîé

6



10.s04.e05 Ñîäåðæàíèå

ìû óâåëè÷èâàåì êîëè÷åñòâî ôèçè÷åñêèõ íîñèòåëåé åäèíèöû õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, è çà
ñ÷åò ýòîãî ïîâûøàåì óñòîé÷èâîñòü ê îøèáêàì.

Äî ïåðåäà÷è âñå áèòû íàõîäÿòñÿ â ïðàâèëüíîì ñîñòîÿíèè.

1.21. (0,4 áàëëà) Íàéäèòå, êàêîé äîëæíà áûòü âåðîÿòíîñòü ïåðåâîðîòà îäíîãî ôèçè÷åñêîãî
áèòà p, ÷òîáû êîäèðîâàíèå òðåìÿ áèòàìè áûëî íàä¼æíåå, ÷åì îäíèì.
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×àñòü 2 (5 áàëëîâ). Ëîâóøêà Ïàóëÿ

Äëÿ ñîçäàíèÿ êóáèòîâ íàì íåîáõîäèìî ëîêàëèçîâàòü îòäåëüíûå èîíû â ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ
ïðåâðàùåíèÿ àòîìîâ êàëüöèÿ â êóáèòû èõ ñíà÷àëà îòäåëÿþò îò êóñî÷êà êàëüöèÿ ìåòîäîì
ëàçåðíîé àáëÿöèè, çàòåì îäíîêðàòíî èîíèçóþò, ïðè ýòîì àòîì ïðåâðàùàåòñÿ â ïîëîæè-
òåëüíî çàðÿæåííûé èîí, à ïîñëå � çàõâàòûâàþò â ëîâóøêó Ïàóëÿ, ïîìåùåííóþ â ñâåðõ-
âûñîêèé âàêóóì. Äàëüíåéøåå, áîëåå ãëóáîêîå îõëàæäåíèå èîíîâ ïðàêòè÷åñêè äî íóëåâîé
òåìïåðàòóðû ïîçâîëÿåò ñîçäàòü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå êóáèòà.

Çàõâàò è óäåðæàíèå èîíîâ â ëîâóøêàõ Ïàóëÿ

Ââåäåíèå

2.1. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè íà÷àëà äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ôóíêöèÿ ïîòåíöèàëà
èìååò âèä:

φ(x, y, z) = α
(
x2 + y2 + z2

)
,

ãäå α � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

(a) (0,2 áàëëà) Íàéäèòå ïðîåêöèè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ex(x, y, z),
Ey(x, y, z) è Ez(x, y, z).

(b) (0,3 áàëëà) Íàéäèòå, ÷åìó ðàâíà ïëîòíîñòü çàðÿäà â íà÷àëå êîîðäèíàò.

(c) (0,1 áàëëà) Â êàêîì ñëó÷àå îíà áóäåò ðàâíà íóëþ.

Ñîãëàñíî õîðîøî èçâåñòíîé òåîðåìå Èðíøîó â òîì ñëó÷àå, åñëè åñòü òîëüêî ýëåêòðîñòàòè-
÷åñêèå ïîëÿ, òî çàðÿä íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ â óñòîé÷èâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Îäíàêî,
åñëè ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ ïåðåìåííûå, òî ìîæíî ñîçäàòü ñèòóàöèþ, ãäå òðàåêòîðèÿ äâèæå-
íèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû áóäåò âñåãäà îãðàíè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
ïîäîáðàòü ïðàâèëüíóþ êîíôèãóðàöèþ ýëåêòðîäîâ, à òàêæå ÷àñòîòû è àìïëèòóäû ïîäàâà-
åìûõ íà íèõ íàïðÿæåíèé. Îäíèì èç ïðèìåðîâ, ãäå ýòî áûëî ðåàëèçîâàíî ñëóæèò ëîâóøêà
Ïàóëÿ, ñâîéñòâà êîòîðîé ïðåäëàãàåòñÿ èçó÷èòü â äàííîé ÷àñòè çàäà÷è.

Ëîâóøêîé Ïàóëÿ íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ýëåêòðîäîâ, íà êîòîðûå ïîäàþòñÿ ïîñòîÿííûå
è îñöèëëèðóþùèå íà ðàäèî÷àñòîòå íàïðÿæåíèÿ. Ïðè ïðàâèëüíî ïîäîáðàííûõ ïàðàìåòðàõ
ïîòåíöèàëîâ è ÷àñòîòû â ïðîñòðàíñòâî ìåæäó ýëåêòðîäàìè ìîæíî çàõâàòèòü çàðÿæåííûå
÷àñòèöû.

Êîíôèãóðàöèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé ëîâóøêè Ïàóëÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì àíàëèòè÷å-
ñêèì ïîòåíöèàëîì:

Φ =

(
−VRF cosΩt

r20
− kzUDC

z20

)
x2

2
−
(
−VRF cosΩt

r20
+
kzUDC

z20

)
y2

2
+
kzUDC

z20
z2, (1)

ãäå Ω � öèêëè÷åñêàÿ ðàäèî÷àñòîòà ýëåêòðîäîâ, VRF � íàïðÿæåíèÿ íà ðàäèàëüíûõ ýëåê-
òðîäàõ ïåðåìåííûõ ïîëåé, r0 è z0 � ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ëîâóøêè (ðàññòîÿíèÿ îò
öåíòðà ëîâóøêè äî ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåêòðîäîâ), UDC � íàïðÿæåíèå íà àêñèàëüíûõ ýëåê-
òðîäàõ, kz � ãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð àêñèàëüíîãî óäåðæàíèÿ.

Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ îñèOX èOY íàçûâàþòñÿ ðàäèàëüíûìè îñÿìè ëîâóøêè, à îñüOZ �
àêñèàëüíîé.

2.2. (0,1 áàëëà) Ïóñòü VRF = 0. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû, åñëè â
íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè îíà íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (1; 1; 0) è åå íà÷àëüíàÿ
ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ. Çàðÿä ÷àñòèöû ñ÷èòàéòå ïîëîæèòåëüíûì, UDC > 0.
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2.3. (0,1 áàëëà) Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü z = 0. Ïóñòü VRF
r20

= 2kzUDC
z20

. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî

çàâèñèìîñòü Φ(x, y, 0) â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 è â ìîìåíò âðåìåíè t = π/Ω.

Ðèñ. 2: Ôîòîãðàôèÿ è ñõåìà ëîâóøêè Ïàóëÿ, ñ ñàéòà quantumoptics.at ëàáîðàòîðèè Ðàéíåðà
Áëàòòà, ã. Èíñáðóê, Àâñòðèÿ

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû ìàññû m è çàðÿäà e â äàííîì ïîòåíöèàëå, ñëåäóþùèå
èç (1), íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàòüå è èìåþò âèä

d2x

dτ 2
+ (ax − 2qx cos 2τ)x = 0,

d2y

dτ 2
+ (ay − 2qy cos 2τ) y = 0,

d2z

d2τ
+ azz = 0,

(2)

ãäå ïàðàìåòðû óðàâíåíèé îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

τ =
Ω

2
t, ax = ay = −az

2
= −4ekzUDC

mz20Ω
2
, qx = −qy = q =

2eVRF
mr20Ω

2
.

Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû óðàâíåíèé Ìàòüå çàâèñÿò îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê
ëîâóøêè: íàïðÿæåíèé íà ýëåêòðîäàõ, ðàäèî÷àñòîòû è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñâîéñòâà óðàâíåíèé Ìàòüå (è, êàê ñëåäñòâèå, èõ ðåøåíèé) ìîãóò êîíòðîëèðî-
âàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì èçìåíåíèåì ïàðàìåòðîâ ëîâóøêè Ïàóëÿ.

Åñëè ïàðàìåòðû ëîâóøêè ïîäîáðàíû õîðîøî, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàòüå (2) òàêèå, ÷òî
òðàåêòîðèÿ èîíà îãðàíè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èîí çàõâà÷åí â òîì
ñëó÷àå, åñëè åãî òðàåêòîðèÿ îãðàíè÷åíà è àìïëèòóäà êîëåáàíèé èîíà ìåíüøå ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ðàçìåðîâ ëîâóøêè (ìåíåå 1 ìì). Äëÿ òàêîãî çàõâàòà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a è q ïî
âñåì íàïðàâëåíèÿì äâèæåíèÿ (àêñèàëüíîìó è ðàäèàëüíûì) äîëæíû ïðèíàäëåæàòü çîíå
ñòàáèëüíîñòè. Ïðèìåð äèàãðàììû ñòàáèëüíîñòè äëÿ íåêîòîðîé ëîâóøêè Ïàóëÿ ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñóíêå. Çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü � ýòî çîíà ñòàáèëüíîñòè, íåçàøòðèõîâàí-
íàÿ � îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðîé èîíû ïîêèäàþò ëîâóøêó.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Â ýòîé ÷àñòè çàäà÷è ìû ïðåäëàãàåì âàì ÷èñëåííî ïðîìîäåëèðîâàòü óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèè
èîíîâ â ëîâóøêå Ïàóëÿ è èçó÷èòü èõ ñâîéñòâà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âàì íå ïðèøëîñü íè÷åãî ïðîãðàììèðîâàòü, ìû ïîäãîòîâèëè òåòðàäêó â
ñðåäå Google Colab. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåç ñìñ, íî ñ ðåãèñòðàöèåé.
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Ïðîõîäèòå ïî ññûëêå íà òåòðàäêó (íà âñÿêèé ñëó÷àé, âîò îíà åùå ðàç). çàõîäèòå â ñâîé
ãóãëàêêàóíò, íàæèìàåòå íà âûïîëíåíèå êîäà è âû ñ÷àñòëèâû. Äà, ÿ÷åéêè ìîæíî ñêðûâàòü
è îòêðûâàòü íàæàòèåì íà òðåóãîëüíèê. Ðàáîòàòü ñòàëî óäîáíåå!

Ïîäðîáíî ïðî òî, êàê ïîëüçîâàòüñÿ òåòðàäêîé ðàññêàçàíî â äàííîì âèäåî. Åñëè Êîãäà ó
âàñ îñòàíóòñÿ ïîÿâÿòñÿ âîïðîñû î òîì, êàê ïîëüçîâàòüñÿ äàííîé òåòðàäüþ, òî âû ìîæåòå
èõ çàäàòü â ëè÷íûå ñîîáùåíèÿ âîò ýòîìó ÷åëîâåêó. Íå ñòåñíÿéòåñü, îí ãîòîâ è çàðÿæåí
îòâå÷àòü 25 (äâàäöàòü ïÿòü) íà 7.

Çàìå÷àíèå. Â òåòðàäêå ïàðàìåòð RF_frequency � ýòî íå öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà, îí ñâÿçàí
ñ ïàðàìåòðîì â ôîðìóëå 1 ôîðìóëîé RF_frequency = Ω/2π.

2.4. (0,3 áàëëà) Ïóñòü ax = −0,1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà qx â äèàïàçîíå îò −2
äî 2 òðàåêòîðèè èîíîâ âäîëü îñè x áóäóò îãðàíè÷åííûìè â ïðîñòðàíñòâå. Â êà÷å-
ñòâå îòâåòà ïðèâåäèòå èíòåðâàëû ïàðàìåòðà qx. Ãðàíèöû èíòåðâàëà îïðåäåëèòå ñ
òî÷íîñòüþ äî 0,1. Áóäåò ëè èîí çàõâà÷åí â ëîâóøêó?

2.5. (0,3 áàëëà) Ïóñòü ax = 0,1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà qx â äèàïàçîíå îò −2
äî 2 òðàåêòîðèè èîíîâ âäîëü îñè x áóäóò îãðàíè÷åííûìè â ïðîñòðàíñòâå. Â êà÷å-
ñòâå îòâåòà ïðèâåäèòå èíòåðâàëû ïàðàìåòðà qx. Ãðàíèöû èíòåðâàëà îïðåäåëèòå ñ
òî÷íîñòüþ äî 0,1. Áóäåò ëè èîí çàõâà÷åí â ëîâóøêó?

2.6. (0,3 áàëëà) Ïóñòü ay = −0,01. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà qy â äèàïàçîíå îò −2
äî 2 òðàåêòîðèè èîíîâ âäîëü îñè x áóäóò îãðàíè÷åííûìè â ïðîñòðàíñòâå. Â êà÷å-
ñòâå îòâåòà ïðèâåäèòå èíòåðâàëû ïàðàìåòðà qy. Ãðàíèöû èíòåðâàëà îïðåäåëèòå ñ
òî÷íîñòüþ äî 0,1. Áóäåò ëè èîí çàõâà÷åí â ëîâóøêó?

Äîïëåðîâñêîå îõëàæäåíèå èîíîâ â ëîâóøêå Ïàóëÿ

Äëÿ áîëåå ýôôåêòèâíîé ðàáîòû ëîâóøêè Ïàóëÿ èîíû îõëàæäàþò, èñïîëüçóÿ ýôôåêò Äî-
ïëåðà. Â ýòîé ÷àñòè çàäà÷è ìû áîëåå ïîäðîáíî èçó÷èì òî, êàê ýòî äåëàåòñÿ.
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Âîïðîñû ïî Äîïëåðó

2.7. (0 áàëëîâ) Èñòî÷íèê èçëó÷àåò ñâåò íà ÷àñòîòå ω0 è äâèæåòñÿ âäîëü ïðÿìîé, ñîåäè-
íÿþùåé åãî è ïðèåìíèê ñî ñêîðîñòüþ ν0. ×åìó ðàâíà ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ, êîòîðóþ
áóäåò äåòåêòèðîâàòü ïðèåìíèê?

2.8. (0,2 áàëëà) Èñòî÷íèê è ïðèåìíèê íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ A è B ñîîòâåòñòâåííî. Èñòî÷-
íèê äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0 ïåðïåíäèêóëÿðíî ê AB, ïðèåìíèê äâèæåòñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ v0 âäîëü ëèíèè AB (ñì. ðèñ.). ×åìó ðàâíà ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ, êîòîðóþ áóäåò
äåòåêòèðîâàòü ïðèåìíèê, åñëè â ñèñòåìå îòñ÷åòà èñòî÷íèêà îí èñïóñêàåò ñèãíàë íà
÷àñòîòå ω0?

v0

v0

A B

2.9. (0,1 áàëëà) Ðàññìîòðèì èäåàëüíûé ãàç. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñêîðîñòü àòîìà ãàçà
ëåæèò â èíòåðâàëå îò v äî v + dv îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

N4πv2e−
mv2

2kT dv,

ãäå m � ìàññà àòîìà, k � êîíñòàíòà Áîëüöìàíà, T � òåìïåðàòóðà ãàçà, N � íîð-
ìèðîâî÷íûé ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü. Íàéäèòå íàèáîëåå âåðîÿòíóþ ñêîðîñòü àòîìà.
Íàèáîëåå âåðîÿòíîé ñêîðîñòüþ íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòü, áëèçêîé ê êîòîðîé îáëàäàåò
íàèáîëüøåå ÷èñëî ìîëåêóë.

2.10. (0 áàëëîâ) Àòîì äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0 íàâñòðå÷ó ëàçåðíîìó ïó÷êó. Ýëåêòðîí
íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Ýëåêòðîí ìîæåò ïåðåéòè â âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå
åñëè ïîãëîòèò ôîòîí ñ ÷àñòîòîé ω0. ×åìó äîëæíà áûòü ðàâíà îòñòðîéêà ëàçåðà ∆ω
îò ÷àñòîòû ω0 ÷òîáû àòîì ïîãëîòèë ôîòîí?

2.11. (0 áàëëîâ) Èìïóëüñ ôîòîíà ñ ÷àñòîòîé ω îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ℏω/c. Íàéäèòå
ñêîðîñòü àòîìà èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, åñëè îí ïîãëîòèë ôîòîí.

2.12. (0,3 áàëëà) Â ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêå ïîòîê îäèíî÷íûõ àòîìîâ íàòðèÿ âûëå-
òàåò ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 105 ñì/ñ íàâñòðå÷ó ëàçåðíîìó èñòî÷íèêó ñ äëèíîé âîëíû
363,8 íì. Ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ëàçåðíûì èçëó÷åíèåì àòîì ïîãëîùàåò ôîòîí è ïå-
ðåõîäèò èç îñíîâíîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ â âîçáóæä¼ííîå. Ïðè äàëüíåéøåì
äâèæåíèè àòîì ìîæåò âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå ïðè âûíóæäåííîì èëè ñïîí-
òàííîì èñïóñêàíèè ôîòîíà. Âûíóæäåííîå èñïóñêàíèå ôîòîíà ïðîâîöèðóåòñÿ âçàèìî-
äåéñòâèåì ñ âíåøíèì ôîòîíîì è èñïóùåííûé ôîòîí èìååò òàêîå æå çíà÷åíèå ýíåð-
ãèè è íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ, êàê è ïðîâîöèðóþùèé (ïðè ýòîì ýòîò ïðîöåññ
íèêàê íå âëèÿåò íà ïðîâîöèðóþùèé ôîòîí). À ïðè ñïîíòàííîì èñïóñêàíèè íîâûé
ôîòîí èìååò òî æå çíà÷åíèå ýíåðãèè, ÷òî è ïîñëåäíèé ïîãëîùåííûé ôîòîí, íî óæå
ñëó÷àéíîå íàïðàâëåíèå. Ñ÷èòàÿ ïðîöåññû âûíóæäåííîãî è ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ
ðàâíîâåðîÿòíûìè ðàññ÷èòàéòå ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ïîãëîùåíèé ôîòîíîâ ëàçåðíîãî
èçëó÷åíèÿ àòîìàìè íàòðèÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ¾îõëàæäåíèÿ¿ àòîìîâ äî íóëåâîé ñêî-
ðîñòè äâèæåíèÿ.

Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ëîâóøêàìè Ïàóëÿ ÷àñòî èñïîëüçóþò äîïëåðîâñêîå îõëàæäåíèå. Â ñëå-
äóþùèõ ïóíêòàõ ñíà÷àëà áóäåò àíàëèçèðîâàòüñÿ ñèòóàöèÿ áåç äîïëåðîâñêîãî îõëàæäåíèÿ,
à â ï. 2.15 ìû åãî ðåàëèçóåì.
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Åñëè èîíû îõëàæäåíû äîñòàòî÷íî (äî òåìïåðàòóðû1 ìåíüøå ìÊ), ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
âäîëü ðàäèàëüíûõ êîîðäèíàò îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

x(t) ∝ cos

(
ωxt

2

)(
1− qx

2
cosΩt

)
,

ãäå ïåðâûé ìíîæèòåëü � êîëåáàíèÿ íà ñåêóëÿðíîé ÷àñòîòå ωx/2, à âòîðîé ìíîæèòåëü
îïèñûâàåò íåáîëüøèå è ÷àñòûå îñöèëëÿöèè èîíà âäàëè îò öåíòðà ëîâóøêè.

2.13. (0,1 áàëëà) Ïîäáåðèòå ïàðàìåòðû Ω, UDC è VRF òàê, ÷òîáû çàõâàòèòü èîí. Ôèçè÷å-
ñêèìè ÿâëÿþòñÿ íàïðÿæåíèÿ îò 1 äî 1000 Â. Ðàäèî÷àñòîòó ìîæíî ìåíÿòü â ïðåäåëàõ
îò 20 äî 30 ÌÃö. Ïîëó÷èòå êàðòèíêè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû áûëè îáÿçàòåëüíî âèäíû
îñöèëëÿöèè íà ñåêóëÿðíîé ÷àñòîòå è ìèêðîäâèæåíèÿ. Äîëæíû ïîëó÷èòüñÿ êàðòèí-
êè ïðèìåðíî ñëåäóþùåãî âèäà. Â êà÷åñòâå îòâåòà ïðèøëèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ è
ãðàôèêè ñ ïîäïèñàííûìè îñÿìè è åäèíèöàìè èçìåðåíèé.

2.14. (0,2 áàëëà) Èç ãðàôèêîâ êîîðäèíàò îò âðåìåíè íàéäèòå ñåêóëÿðíûå ÷àñòîòû êîëåáà-
íèé èîíà â ëîâóøêå. Ñðàâíèòå ñ ÷àñòîòàìè, ïîëó÷åííûìè â ñïåêòðå. Ïðîâåðüòå, ÷òî
â ñïåêòðå ïîÿâëÿåòñÿ òàêæå ÷àñòîòà ìèêðîäâèæåíèé, ñîâïàäàþùàÿ ñ ðàäèî÷àñòîòîé,
ïîäàâàåìîé íà ýëåêòðîäû.

2.15. (0,4 áàëëà) Âêëþ÷èòå îõëàæäåíèå èîíîâ. Äëÿ ýòîãî ïåðåéäèòå ê ÿ÷åéêå ¾èññëåäîâà-
íèå âàííû Ëàíæåâåíà¿, â êîòîðîé äîáàâëÿåòñÿ ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà
èîí è óìåíüøàþùàÿ åãî êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ. Ó ëàíæåâåíîâñêîé âàííû åñòü ïàðà-
ìåòð ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ γ, è òåìïåðàòóðà T0, äî êîòîðîé ìû õîòèì îõëàäèòü (èëè
íàãðåòü) èîí. Âêëþ÷èòå ëàíæåâåíîâñêóþ âàííó ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè γ è T0.
Ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû èîíà îò âðåìåíè. Ñðàâíèòå âðåìÿ τ , çà
êîòîðîå òåìïåðàòóðà èîíà óìåíüøàåòñÿ â 10 ðàç ñ ïàðàìåòðàìè ëàíæåâåíîâñêîé âàí-
íû. Â êà÷åñòâå îòâåòà íà ýòîò ïóíêò ïðåäñòàâüòå ãðàôèêè è ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ
ïàðàìåòðû ëàíæåâåíîâñêîé âàííû ñî âðåìåíåì τ .

1òåìïåðàòóðà èîíà îïðåäåëÿåòñÿ åãî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé, äåëåííîé íà êîíñòàíòó Áîëüöìàíà k
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2.16. Â ðàìêàõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ñ ïîìîùüþ ëàíæåâåíîâñêîé âàííû ìû ìîæåì
îõëàäèòü èîí äî íóëÿ êåëüâèíîâ (çàäàåì ïàðàìåòð T0 = 0). Åñëè èîíîâ â ëîâóøêå
íåñêîëüêî, òî ïðè îõëàæäåíèè äî íóëÿ îíè çàíèìàþò íåêîòîðûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ â ïîòåíöèàëå ëîâóøêè è êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå èõ âçàèìíîãî îòòàëêèâàíèÿ, è
ïîëó÷åííîå ¾òâåðäîå òåëî¿ íàçûâàåòñÿ êóëîíîâñêèì êðèñòàëëîì. Ïîìåñòèòå 5 èîíîâ
â ëîâóøêó ïðè òåõ ïàðàìåòðàõ, êîòîðûå âû ïîäîáðàëè â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ, è
îõëàäèòå èõ äî íóëÿ.

(a) (0 áàëëîâ) Îïèøèòå êîíôèãóðàöèþ ïîëó÷åííîãî êðèñòàëëà?

(b) (0 áàëëîâ) Âûñòðàèâàþòñÿ ëè èîíû â ëèíåéíóþ öåïî÷êó âäîëü îñè OZ? (Åñëè
èîíû âûñòðîèëèñü â ëèíåéíóþ öåïî÷êó, òî ðàäèàëüíûå êîîðäèíàòû ðàâíû 0 ñ
î÷åíü õîðîøåé òî÷íîñòüþ, < 10−34).

2.17. (1 áàëë) Òîò ôàêò, âûñòðàèâàþòñÿ ëè èîíû âäîëü ëèíèè, çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ
ñåêóëÿðíûõ ÷àñòîò âäîëü ðàäèàëüíûõ è àêñèàëüíîé îñåé (ñì. âåðõíèé ðèñ. íà ñëå-
äóþùåé ñòðàíèöå). À èìåííî, äëÿ ëèíåéíîñòè öåïè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
ñëåäóþùåãî âèäà: (

ωr

ωz

)2

⩾
Nα

A
,

ãäå α è A � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, êîòîðûå âàì íåîáõîäèìî íàéòè.

Çàìå÷àíèå! Ïðè ïðîâåäåíèè ìîäåëèðîâàíèÿ â ýòèõ ïóíêòàõ ïðîâåðÿéòå, ÷òî ó âàñ
äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíûé êðèñòàëë, à òàêæå òî, ÷òî ïðè äàííûõ ïàðàìåò-
ðàõ ëîâóøêè èîíû åé çàõâàòûâàþòñÿ.

2.18. (1 áàëë) Ïðè äðóãèõ ÷àñòîòàõ êîëåáàíèé, èîíû áóäóò âûñòðàèâàòüñÿ â äâóìåðíóþ ðå-
øåòêó ïåðïåíäèêóëÿðíî àêñèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ (ñì. íèæíèé ðèñ. íà ñëåäóþùåé
ñòðàíèöå). Â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå:

ωz

ωr

> (BN)β

íàéäèòå ïàðàìåòðû B è β.
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×àñòü 3 (1 áàëë). Ëàçåðíûé ïèíöåò

Ëîâóøêà Ïàóëÿ íå åäèíñòâåííûé âàðèàíò ñõåìû çàõâàòà èîíîâ. Íàïðèìåð, ñóùåñòóåò ìå-
òîä ëàçåðíîãî ïèíöåòà, ïðî êîòîðûé è ïîéä¼ò ðå÷ü â äàííîé ÷àñòè çàäà÷è.

Ïðèáëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëèíà âîëíû èçëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî ìàëà, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü
âîïðîñ âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. Êàê è â
÷àñòè 2 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñâåò êàê ïîòîê ôîòîíîâ, èìïóëüñ îòäåëüíîãî ôîòîíà áóäåò
ðàâåí ℏω/c, ãäå ω � ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ, à c � ñêîðîñòü ñâåòà, ℏ � ïðèâåä¼ííàÿ ïîñòîÿííàÿ
Ïëàíêà. Ñ÷èòàéòå, ÷òî ℏω � ýòî ýíåðãèÿ îòäåëüíîãî ôîòîíà.

3.1. (0 áàëëîâ) Ïóñòü ñâåò íîðìàëüíî ïàäàåò íà ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü. Ìîùíîñòü èçëó÷å-
íèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè ðàâíà I. ×åìó ðàâíî äàâëåíèå ñâåòà, åñëè
ïîâåðõíîñòü ïîëíîñòüþ ïîãëîùàåò ñâåò? Åñëè ïîëíîñòüþ îòðàæàåò? Åñëè îòðàæàåò
äîëþ ôîòîíîâ ðàâíóþ α.

3.2. (0,3 áàëëà) Íà òîíêóþ ïðèçìó ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n è ìàëûì óãëîì ïðè ïðè
âåðøèíå ω (cì. ðèñ.) ïàäàåò ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê, ñîñòàâëÿþùèé ìàëûé óãîë α ñ
ãîðèçîíòîì. Íàéäèòå âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ïðèçìó ñî ñòî-
ðîíû ïó÷êà. Ñ÷èòàéòå, ÷òî ñâåò ïðèçìîé íå îòðàæàåòñÿ è íå ïîãëîùàåòñÿ. Ìîùíîñòü
èçëó÷åíèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè ðàâíà I, ïëîùàäü ïó÷êà S. Ñ÷èòàéòå,
÷òî ïó÷îê ïîëíîñòüþ ïîïàäàåò íà ïðèçìó.

ω

α

α

α

3.3. Íà öèëèíäð ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n ðàäèóñà R, íàõîäÿùèéñÿ â âàêóóìå, ïà-
äàåò òîíêèé ïó÷îê ñâåòà òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ìîùíîñòü ñâåòà íà åäèíèöó
ïëîùàäè çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x ïî çàêîíó I = I0(1−x/R), ïðè x ∈ [−R/10, R/10].
Ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòü ðàâíà 0. Ñ÷èòàéòå, ÷òî ñâåò öèëèíäðîì íå îò-
ðàæàåòñÿ è íå ïîãëîùàåòñÿ. Âûñîòà öèëèíäðà ðàâíà H.

(a) (0,4 áàëëà) ×åìó ðàâíà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà öèëèíäð?

(b) (0,2 áàëëà) Â êàêóþ ñòîðîíó îíà íàïðàâëåíà?

z

x
R
10

− R
10

R

n

3.4. (0,1 áàëëà) Êàê èçìåíèòñÿ íàïðàâëåíèå ñèëû, åñëè ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ öèëèí-
äðà áóäåò ìåíüøå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû?

Àâòîðû çàäà÷è: Ëèàííà Àêîïÿí è Îòäåëåíèå Ôèçèêè
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Ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è

×àñòü 1. Îäíîêóáèòíûå ãåéòû â êâàíòîâîì êîìïüþòåðå

Ñîñòîÿíèå êóáèòà

1.1. Åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî x � óñëîâèå íîðìèðîâêè∣∣∣∣1 + i

2

∣∣∣∣+ |x|2 = 1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

|x| = 1√
2
, =⇒ x =

1√
2
eiφ,

ãäå φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôàçà: φ ∈ [0, 2π].

Äåéñòâèÿ ñ êóáèòàìè

1.2. Ïîñëå äåéñòâèÿ íà êóáèò ãåéòà U , êóáèò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

ψ̃ = Uψ =

(
Ac1 +Bc0
Cc1 +Dc0

)
.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëå èçìåðåíèÿ îí îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè 0, ðàâíà

P = |Cc1 +Dc0|2.

1.3. Çàïèøåì óñëîâèå óíèòàðíîñòè(
A B
C D

)(
A C
B D

)
=

(
|A|2 + |B|2 AC +BD

CA+DB |C|2 + |D|2

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì 4 óðàâíåíèÿ 
|A|2 + |B|2 = 1,

|C|2 + |D|2 = 1,

AC +BD = 0,

CA+DB = 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðèìåíèòü îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ê òðåòüåìó óðàâíåíèþ,
òî ïîëó÷èòñÿ ÷åòâåðòîå. Çíà÷èò â ýòîé ñèñòåìå òîëüêî ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ íåçàâèñèìû.

Òðåòüå óðàâíåíèå êîìïëåêñíîå, à çíà÷èò ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ
÷àñòè îò AC + BD ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ýòà ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ íåçàâèñèìûõ
âåùåñòâåííûõ óðàâíåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ, îäíîçíà÷íî
çàäàþùèõ óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ðàâíî 8− 4 = 4.

1.4 Óìíîæèì óðàâíåíèå U2 = U ñëåâà íà U †. Â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîëó÷èì ñîîòâåò-
ñòâåííî

U †U2 = (U †U)U = IU = U, U †U = I.

Çíà÷èò, U = I.
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1.5 Ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå ãåéòîâ U1 è U2 ýêâèâàëåíòíî ïðèìåíåíèþ ìàòðèöû
U2U1. Ïðîâåðèì óñëîâèå óíèòàðíîñòè

(U2U1)
†(U2U1) = U †

1U
†
2U2U1 = U †

1IU1 = U †
1U1 = I.

Çíà÷èò ìàòðèöà U2U1 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãåéòîì.

1.7 Îáîçíà÷èì âåêòîð

(
i/
√
2

1/
√
2

)
êàê ψy. Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ìàòðèö Ïàóëè íà ψy:

Xψy =

(
1/
√
2

i/
√
2

)
, Y ψy =

(
−i/

√
2

−1/
√
2

)
, Zψy =

(
i/
√
2

−1/
√
2

)
.

Âèäíî, ÷òî àìïëèòóäû îáíàðóæåíèÿ íå èçìåíèëèñü. ×òîáû èçîáðàçèòü ýòè ñîñòîÿíèÿ íà
ñôåðå Áëîõà, ïðèâåäåì èõ ê âèäó ψ = cos(θ/2)ψ0 + eiφ sin(θ/2)ψ1, ãäå θ ∈ [0, π]. Äëÿ ýòîãî
äîìíîæèì ïåðâûé âåêòîð íà −i, âòîðîé è òðåòèé íà −1 (çíàêîì ≃ îáîçíà÷åíî ðàâåíñòâî
ñ òî÷íîñòüþ äî ãëîáàëüíîé ôàçû)

Xψy ≃
(
−i/

√
2

1/
√
2

)
, Y ψy ≃

(
i/
√
2

1/
√
2

)
, Zψy ≃

(
−i/

√
2

1/
√
2

)
.

Îòñþäà íàõîäèì óãëû

θx =
π

2
, φx = −π

2
, θy =

π

2
, φy =

π

2
, θz =

π

2
, φz = −π

2
.

Îòìåòèì ïîëó÷åííûå ñîñòîÿíèÿ íà ñôåðå Áëîõà:

x

y

z

ψ,Y ψXψ, Zψ

ψ0

ψ1

1.8 Îáîçíà÷èì âåêòîðû, íàïðàâëåííûå âäîëü îñåé x, y, z êàê ψx, ψy, ψz, à âåêòîðû, íà-
ïðàâëåííûå â ïðîòèâîïîëîæíóþ èì ñòîðîíó, êàê ψ−x, ψ−y, ψ−z. Çàìåòèì, ÷òî ψz = ψ0, à
ψ−z = ψ1. Èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà âèäèì, ÷òî

Xψy ≃ Zψy ≃ ψ−y, Y ψy ≃ ψy.

Ïîäåéñòâîâàâ ìàòðèöàìè Ïàóëè íà ψx, ψz, ïîëó÷èì

Xψx ≃ ψx, Y ψx ≃ Zψx ≃ ψ−x, Xψz ≃ Y ψz ≃ ψ−z, Zψz ≃ ψz.

Çíà÷èò ìàòðèöû X, Y, Z ïîâîðà÷èâàþò ýòè âåêòîðà íà óãîë π îòíîñèòåëüíî îñåé x, y, z
ñîîòâåòñòâåííî. À çíà÷èò ýòî âåðíî è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà íà ñôåðå Áëîõà, òàê êàê ëþáîé
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âåêòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû âåêòîðîâ ψx, ψy, ψz ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåí-
òàìè.

1.9 Ïî îïðåäåëåíèþ íàõîäèì
XY − Y X = 2iZ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ïîâîðîòîâ âàæåí.

1.10 Ïî îïðåäåëåíèþ íàõîäèì

HXH = Z, HY H = −Y, HZH = X.

1.11 Îáîçíà÷èì ñîñòîÿíèå (ψ0+ψ1)/
√
2 êàê ψ++. Äî äåéñòâèÿ ãåéòîì Àäàìàðà âåðîÿòíîñòè

îáíàðóæèòü êóáèò â ñîñòîÿíèÿõ 0 è 1 ðàâíû 1/2. Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ íà íåãî ãåéòà Àäàìàðà

Hψ++ =

(
1
0

)
.

Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ýòîò êóáèò â ñîñòîÿíèè 1 ðàâíà åäèíèöå, à â 0 � íóëþ.

Â ñëó÷àå ñîñòîÿíèÿ ψ+− = (ψ1 − ψ0)/
√
2 âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü êóáèò â ñîñòîÿíèÿõ 0 è

1 òàêæå ðàâíû 1/2. Ïîñëå äåéñòâèÿ íà íåãî ãåéòîì Àäàìàðà

Hψ+− =

(
0
1

)
.

Òåïåðü âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü êóáèò â ñîñòîÿíèè 1 ðàâíà íóëþ, à â ñîñòîÿíèè 0 � åäè-
íèöå. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ãåéòà Àäàìàðà ìîæíî ðàçëè÷èòü ýòè äâà ñîñòîÿíèÿ.

1.12 Çàìåòèì, ÷òî X2 = Y 2 = Z2 = I. Òîãäà äëÿ Rx(θ) ïîëó÷àåì

Rx(θ) = I+

(
−iθ

2

)
X+

1

2!

(
−iθ

2

)2

I+. . . = I
∞∑
n=0

1

(2n)!

(
−iθ

2

)2n

+X
∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!

(
−iθ

2

)2n+1

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî i2 = −1, ïîëó÷àåì

Rx(θ) = I
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!

(
θ

2

)2n

− iX
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

(
θ

2

)2n+1

.

Âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè ìàòðèöàõ � ýòî ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà êîñèíóñà è
ñèíóñà. Òîãäà ïîëó÷àåì

Rx(θ) =

(
cos
(
θ
2

)
−i sin

(
θ
2

)
−i sin

(
θ
2

)
cos
(
θ
2

) ) .
Àíàëîãè÷íî äëÿ Ry, Rz

Ry(θ) =

(
cos
(
θ
2

)
− sin

(
θ
2

)
sin
(
θ
2

)
cos
(
θ
2

) ) , Rz(θ) =

(
e−iθ/2 0
0 eiθ/2

)
.

1.13 Íóæíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ìàòðèöû Rx, Ry, Rz óíèòàðíûìè. Äëÿ Rx ïîëó÷àåì
ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî sin2(θ/2) + cos2(θ/2) = 1

Rx(θ)Rx(θ)
† =

(
cos
(
θ
2

)
−i sin

(
θ
2

)
−i sin

(
θ
2

)
cos
(
θ
2

) )( cos
(
θ
2

)
i sin

(
θ
2

)
i sin

(
θ
2

)
cos
(
θ
2

) ) =

(
1 0
0 1

)
.
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Äëÿ Ry

Ry(θ)Ry(θ)
† =

(
cos
(
θ
2

)
− sin

(
θ
2

)
sin
(
θ
2

)
cos
(
θ
2

) )( cos
(
θ
2

)
sin
(
θ
2

)
− sin

(
θ
2

)
cos
(
θ
2

)) =

(
1 0
0 1

)
.

Íàêîíåö äëÿ Rz

Rz(θ)Rz(θ)
† =

(
e−iθ/2 0
0 eiθ/2

)(
eiθ/2 0
0 e−iθ/2

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Çíà÷èò âñå òðè ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ îäíîêóáèòíûìè ãåéòàìè.

x

y

z

Rxψy

Rxψz

α

α

ψx

Rxψx

ψz

ψ1

ψy

1.14 Ïîäåéñòâóåì ìàòðèöåé Rx(θ) íà âåêòîðû
ψx, ψy, ψz:

Rx(θ)ψx =

(
cos

(
θ

2

)
− i sin

(
θ

2

))(
1/
√
2

1/
√
2

)
≃ ψx.

Rx(θ)ψy =

(
i(cos

(
θ
2

)
− sin

(
θ
2

)
)/
√
2

(cos
(
θ
2

)
+ sin

(
θ
2

)
)/
√
2

)
≃

(
i sin

(
π
4
− θ

2

)
cos
(
π
4
− θ

2

) ) .
Rx(θ)ψz =

(
−i sin

(
θ
2

)
cos
(
θ
2

) ) .
Âèäíî, ÷òî ìàòðèöà Rx(θ) ïîâåðíóëà âñå ýòè âåêòîðû âîêðóã îñè x íà óãîë θ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Òàê êàê ëþáîé âåêòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ψx, ψy, ψz ñ íåêîòîðûìè
êîýôôèöèåíòàìè, òî ýòî âåðíî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ.

x

y

z

α

α

Ryψx

Ryψz

ψyRyψy

ψz

ψ1

ψx

Ïîäåéñòâóåì ìàòðèöåé Ry(θ) íà âåêòîðû ψx, ψy, ψz:

Ry(θ)ψx =

(
(cos

(
θ
2

)
− sin

(
θ
2

)
)/
√
2

(cos
(
θ
2

)
+ sin

(
θ
2

)
)/
√
2

)
≃

(
sin
(
π
4
− θ

2

)
cos
(
π
4
− θ

2

)) .
Ry(θ)ψy =

(
cos

(
θ

2

)
− i sin

(
θ

2

))(
i/
√
2

1/
√
2

)
≃ ψy.

Ry(θ)ψz =

(
− sin

(
θ
2

)
cos
(
θ
2

) ) .
Ìàòðèöà Ry(θ) ïîâåðíóëà ψx, ψy, ψz âîêðóã îñè y íà
óãîë θ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, çíà÷èò îíà òàê äåéñòâóåò è íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.

x

y

z

α αRzψx
Rzψy

ψzRzψz

ψy

ψ1

ψx

Ïîäåéñòâîâàâ ìàòðèöåéRz(θ) íà âåêòîðû ψx, ψy, ψz,
ïîëó÷èì:

Rz(θ)ψx =

(
e−iθ/2/

√
2

eiθ/2/
√
2

)
≃
(
e−iθ/

√
2

1/
√
2

)
.

Rz(θ)ψy =

(
ie−iθ/2/

√
2

eiθ/2/
√
2

)
≃
(
ei(π/2−θ)/

√
2

1/
√
2

)
.

Rz(θ)ψz = eiθ/2
(
0
1

)
≃ ψz.
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Ìàòðèöà Rz(θ) ïîâîðà÷èâàåò ψx, ψy, ψz âîêðóã îñè
z íà óãîë θ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, çíà÷èò íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð îíà äåéñòâóåò òàê æå.

1.15 Óìíîæèâ ìàòðèöû, ïîëó÷èì:

U = eiα

(
e−i(β+δ)/2 cos

(
γ
2

)
−ei(δ−β)/2 sin

(
γ
2

)
ei(β−δ)/2 sin

(
γ
2

)
ei(β+δ)/2 cos

(
γ
2

) ) .
Âèäíî, ÷òî ïîäõîäÿò ïàðàìåòðû α = π/2, β = 0, γ = π/2, δ = π.

x

y

z

π
6

ψb

ψc
π
6

π
3π

3

ψy = ψa

ψ0

ψ1

ψx

1.16 a) Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü èç âåêòîðà ψx

âåêòîð ψa = ψy. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïîäåé-
ñòâîâàâ ìàòðèöåé Rz(−π/2).

b) Âåêòîð ψb, êîòîðûé òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü,
ëåæèò â ïëîñêîñòè xz è ñîñòàâëÿåò óãîë π/6
ñ îñüþ x. Ïîýòîìó åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, ïî-
äåéñòâîâàâ ìàòðèöåé Ry(π/6).

c) Âåêòîð ψc, êîòîðûé òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü â
äàííîì ïóíêòå, ëåæèò â ïëîñêîñòè yz è ñî-
ñòàâëÿåò òîò æå óãîë ñ îñüþ y, ÷òî âåêòîð ψb

ñ îñüþ x. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî ïðîñòî ïî-
âåðíóòü âåêòîð ψb âîêðóã îñè z íà π/2:

ψc = Rz

(
−π
2

)
ψb = Rz

(
−π
2

)
Ry

(π
6

)
ψx.

Îñöèëëÿöèè Ðàáè

1.17 Âèäíî, ÷òî ïîäõîäÿò ïàðàìåòðû φ = π, Ωt/2 = π/2, îòêóäà ïîëó÷àåì

t =
π

Ω
≈ 12,3 · 10−6 ñ.

Ôèäåëèòè îïåðàöèé

1.18 Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ãåéòà Àäàìàðà íà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå:

Hψz =
1√
2

(
1
−1

)
.

Åñëè ïîäåéñòâîâàòü H̃, ïîëó÷èì:

H̃ψz =
1√

1 + 0,992

(
1
−a

)
.

Ïîñ÷èòàâ ôèäåëèòè ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëó÷àåì:

F =
1

2

(1 + 0,99)2

1 + 0,992
≈ 1− 2,5 · 10−5.

1.19 Çàìåòèì, ÷òî H̃2 = I. Çíà÷èò äåéñòâèå ìàòðèöåé H̃ 10 ðàç íå ìåíÿåò ñîñòîÿíèå.
Ñëåäîâàòåëüíî ôèäåëèòè ðàâíî åäèíèöå.

20



10.s04.e05 Ñîäåðæàíèå

1.20 Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ãåéòà Àäàìàðà íà íîâîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå:

Hψy =
1

2

(
i+ 1
i− 1

)
.

Åñëè ïîäåéñòâîâàòü H̃, ïîëó÷èì:

H̃ψy =
1√

2(1 + 0,992)

(
1 + 0,99i
i− 0,99

)
.

Ïîñ÷èòàâ ôèäåëèòè ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëó÷èì F = 1.

Êîððåêöèÿ îøèáîê

1.21 Â ñëó÷àå êîäèðîâàíèÿ îäíèì áèòîì âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðàâíà p. Â ñëó÷àå êîäèðî-
âàíèÿ òðåìÿ áèòàìè îøèáêà ïðîèçîéäåò, åñëè ïåðåâåðíóòñÿ âñå òðè áèòà èëè êàêèå-òî äâà
áèòà. Äâà èç òðåõ áèòîâ ìîæíî âûáðàòü òðåìÿ ñïîñîáàìè, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü îøèáêè
ðàâíà

Pfail = p3 + 3p2(1− p).

Ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî:

p3 + 3p2(1− p) < p, ⇐⇒ 2

(
1

2
− p

)
(1− p) > 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî p < 1/2.
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×àñòü 2. Ëîâóøêà Ïàóëÿ

Ââåäåíèå

2.1 Ïóñòü çàðÿä q íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè x, y, z è ïåðåìåñòèëñÿ âäîëü îñè x íà
ðàññòîÿíèå dx. Â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ áóäåò ðàâíà:

dA = q (φ(x, y, z)− φ(x+ dx, y, z)) = Exdx,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîåêöèÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà îñü x áóäåò ðàâíà
−2αx. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî Ey = −2αy, à Ez = −2αz.

z

y

x

dz

dx
dy

Ey

Äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ ìûñëåííî âûäåëèì íåáîëüøîé ïàðàë-
ëåëåïèïåä, îäíà èç âåðøèí êîòîðîãî áóäåò íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êî-
îðäèíàò, à ñòîðîíû áóäóò ðàâíû dx, dy è dz. Íàéäåì ïîòîê ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ÷åðåç ýòîò ïàðàëëåëåïèïåä. ×åðåç ñàìûé ïðàâûé
òîðåö ïîòîê ðàâåí dΦ1 = Eydxdz = −2αdxdydz, ÷åðåç òîðåö, êîòî-
ðûé ðàñïîëàãàåòñÿ â ïëîñêîñòè xOz ïîòîê ðàâåí íóëþ. Àíàëîãè÷-
íî ñ÷èòàÿ ïîòîêè ÷åðåç äðóãèå ñòîðîíû ïàðàëëåëåïèïåäà ïîëó÷àåì,
÷òî ïîòîê ðàâåí

dΦ = −6αdxdydz = −6αdV,

ãäå dV � îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå Ãàóññà ýòîò ïîòîê ðàâåí
dq/ε0, ãäå dq � ýòî çàðÿä, êîòîðûé íàõîäèòñÿ âíóòðè ïàðàëëåëåïèïåäà. Ïðèðàâíèâàÿ ýòè
âûðàæåíèÿ, íàõîäèì ïëîòíîñòü çàðÿäà, êîòîðàÿ ðàâíà ρ = −6α.

Óñëîâèåì òîãî, ÷òî ïëîòíîñòü çàðÿäà ðàâíà íóëþ áóäåò ðàâåíñòâî íóëþ α, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî âàæíûì ðåçóëüòàòîì, óêàçûâàþùèì íà òîò ôàêò, ÷òî óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèå â ñëó÷àå òîëüêî Êóëîíîâñêèõ ñèë íåâîçìîæíî.

1 2 3

1

2

3

x

y

2.2 Åñëè VRF = 0, ïîòåíöèàë ïðèíèìàåò âèä

Φ = −kzUDC

z20

x2

2
− kzUDC

z20

y2

2
+
kzUDC

z20
z2.

Òîãäà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà èîí, ðàâíà

F⃗ = e

(
kzUDC

z20
x,

kzUDC

z20
y, −kzUDC

z20
2z

)
.

Òàê êàê èçíà÷àëüíî z = 0, à çíà÷èò è Fz = 0, òî ÷àñòèöà
âñåãäà áóäåò îñòàâàòüñÿ â ïëîñêîñòè xy. Â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò ñèëà íàïðàâëåíà âäîëü ïðÿìîé x = y, ïîýòîìó ÷àñòèöà
âñåãäà áóäåò îñòàâàòüñÿ íà ýòîé ïðÿìîé, óäàëÿÿñü íà áåñêî-
íå÷íîñòü èç òî÷êè ñòàðòà.

2.3 Îáîçíà÷èì VRF/r
2
0 = 2A, òîãäà ïîòåíöèàë ïðèíèìàåò âèä

Φ = −Ax2 cosΩt+ Ay2 cosΩt− A
x2

2
− A

y2

2
.

Â ìîìåíòû t = 0 è t = π/Ω ïîòåíöèàë ïðèíèìàåò âèä

Φ0 = −3

2
Ax2 +

1

2
Ay2, Φπ = −3

2
Ay2 +

1

2
Ax2.
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Èçîáðàçèì çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëà îò êîîðäèíàò:

−1

1

−1 1

−5

−10

5

x

y

z

−1

1

−1 1

−5

−10

x

y
z

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

2.4 Äëÿ íà÷àëà óïðîñòèì ñåáå æèçíü, âûðàçèâ VRF è UDC ÷åðåç qx è ax(èëè ÷åðåç qy è ay),
à òàêæå ïàðàìåòðû óñòàíîâêè. Ïî óñëîâèþ

ax = ay = −4ekzUDC

mz20Ω
2
, qx = −qy =

2eVRF

mr20Ω
2
.

Òîãäà ìû ïîëó÷àåì

UDC = −mz
2
0Ω

2ax
4ekz

, VRF =
mr20Ω

2qx
2e

.

Òîãäà èìåííî òàê è áóäåì çàäàâàòü íàïðÿæåíèÿ â êîäå, çàäàâàÿ èìåííî ïàðàìåòðû qx, ax,
à íå íàïðÿæåíèÿ.

Äàëåå âíèìàòåëüíî ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Ìàòüå, â îñîáåííîñòè òå ÷ëåíû, ÷òî ñîäåðæàò
q. Ëåãêî äîãàäàòüñÿ, ÷òî çàìåíà τ → τ +π/2 ñ îäíîé ñòîðîíû ýêâèâàëåíòà çàìåíå q → −q,
ñ äðóãîé ñòîðîíû ýêâèâàëåíòíà ñäâèãó íà÷àëà îòñ÷åòà ïî âðåìåíè. Ëîãè÷íî, ÷òî ñäâèã
íà÷àëà âðåìåíè íå äîëæåí âëèÿòü íà âîçìîæíîñòü çàõâàòèòü èîí: çàõâàò èîíà äîëæåí
ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ íåêîòðûé ïðîöåññ, êîòîðûé íå çàâèñèò îò íà÷àëà âðåìåíè. Òàêèì
îáðàçîì èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî ñðàçó ïîëó÷èòü, ÷òî îäèíàêîâûå ïî ìîäóëþ è ïðî-
òèâîïîëîæíûå ïî çíàêó çíà÷åíèÿ q áóäóò äàâàòü îäèí è òîò æå êà÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò.
Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî äâèæåíèå ïî îñÿì x è y èëè îäíîâðåìåííî óñòîé÷èâî èëè
îäíîâðåìåííî íåóñòîé÷èâî.

Òåïåðü âíèìàòåëüíî ïîñìîòðèì íà óðàâíåíèå äëÿ êîîðäèíàòû z. Ìû âèäèì òèïè÷íîå óðàâ-
íåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ñëó÷àå az > 0, èëè óðàâíåíèå, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâ-
ëÿþòñÿ óõîäÿùèå íà áåñêîíå÷íîñòü ýêñïîíåíòû ïðè az < 0. Çíà÷èò, çàõâàò èîíà âäîëü îñè
z âîçìîæåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà az > 0. Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
çàõâàòà èîíà íåîáõîäèìî (íî íå ôàêò, ÷òî äîñòàòî÷íî) ax < 0.

Òåïåðü ìû ìîæåì èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå èîíà â ëîâóøêå Ïàóëÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
a, q. Áîëåå òîãî: ìû ìîæåì ïðîâåðèòü ñâîè ïðåäïîëîæåíèÿ, ñäåëàííûå èç îáùèõ ñîîáðà-
æåíèé. Ïðîâåäåì èçìåðåíèÿ â äèàïàçîíå qx ∈ [−2, 2]

Ïðåäëàãàåì âàì ïåðåéòè â òåòðàäêó è óáåäèòüñÿ ñàìèì âî âñåì.

Êàê âèäèì, èîí äåéñòâèòåëüíî çàõâàòûâàåòñÿ ïî âñåì 3 îñÿì â îáëàñòè |q| ∈ [0.5, 0.9]
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2.5 Ñíîâà ïðîèçâåäåì àíàëîãè÷íûå èçìåðåíèÿ, íî äëÿ ax = 0.1. Èç ñîîáðàæåíèé âûøå
î÷åâèäíî, ÷òî èîí íå áóäåò çàõâà÷åí ïî îñè z íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ q.

Ïðåäëàãàåì âàì ïåðåéòè â òåòðàäêó è óáåäèòüñÿ ñàìèì âî âñåì.

Êàê âèäèì, èîí äåéñòâèòåëüíî íå çàõâàòûâàåòñÿ ïî îñè z, õîòü è óñòîé÷èâ ïî x è y â
îáëàñòè q ∈ [−0.8, 0.8]

2.6 Êàê ìû óæå ïîêàçàëè, îñè x è y èëè îäíîâðåìåííî óñòîé÷èâû, èëè îäíîâðåìåííî
íåóñòîé÷èâû. Òàê ÷òî ñàìîå èíòåðåñíîå â äàííîì ïóíêòå - èññëåäîâàòü, ñòàíåò îáëàñòü
óñòîé÷èâîñòè øèðå, èëè óæå ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà ay ïî ìîäóëþ.

Èç äèàãðàììû äëÿ ¾íåêîòîðîé¿ ëîâóøêè Ïàóëÿ, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü ÷òî øèðèíà çî-
íû ñòàíåò âûøå, îäíàêî íåò ãàðàíòèè, ÷òî ïðèâåäåííûàÿ äèàãðàììà ñîîòâåòñòâóåò òîé
ëîâóøêå, ÷òî èññëåäóåòñÿ â äàííîé çàäà÷å. Áîëåå òîãî: èç ïóíêòà 2.4 î÷åâèäíî, ÷òî äèà-
ãðàììà íå ñîîòâåòñòâóåò ëîâóøêå èç çàäà÷è, ïîñêîëüêó òî÷êà ax = −0.1, qx = 0.9 îêàçàëàñü
óñòîé÷èâîé, â òî âðåìÿ êàê îíà ëåæèò çà ïðåäåëàìè äèàãðàììû, ïîêàçàííîé â óñëîâèè.

×òîáû ïðîâåðèòü ãèïîòåçû âûøå ïðîèçâåäåì ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò.

Ïðåäëàãàåì âàì ïåðåéòè â òåòðàäêó è óáåäèòüñÿ ñàìèì âî âñåì.

Ïîëó÷àåì, ÷òî çîíà óñòîé÷èâîñòè ñòàëà øèðå, è èîí â ýòîé çîíå çàõâàòûâàòñÿ. |q| ∈ [0.2, 0.9]
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Ðèñ. 3: Óñòîé÷èâîñòü ïî x, y è z, èîí çàõâàòûâàåòñÿ qx = 0.5, ax = −0.1
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Ðèñ. 4: Îòñóòñòâèå óñòîé÷èâîñòè ïî x, y è óñòîé÷èâîñòü ïî z, èîí íå çàõâàòûâàåòñÿ qx = 0.1,
ax = −0.1
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Ðèñ. 5: Óñòîé÷èâîñòü ïî x, y è îòñóòñòâèå óñòîé÷èâîñòè ïî z, èîí íå çàõâàòûâàåòñÿ qx = 0.9,
ax = 0.1
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Ðèñ. 6: Îòñóòñòâèå óñòîé÷èâîñòè ïî x, y è z, èîí íå çàõâàòûâàåòñÿ qx = 0.9, ax = 0.1
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Äîïëåðîâñêîå îõëàæäåíèå èîíîâ â ëîâóøêå Ïàóëÿ

2.8 Ïåðåéäåì â ñèñòåìó îòñ÷åòà èñòî÷íèêà. Ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó ñèãíàëàìè, êî-
òîðûå äåòåêòèðóåò ïðèåìíèê, ñîêðàùàåòñÿ, òàê êàê îí ïðèáëèæàåòñÿ ê èñòî÷íèêó ñî ñêî-
ðîñòüþ v0:

∆t′ =
c

c+ v0
∆t,

ãäå c � ñêîðîñòü ñèãíàëà. Òîãäà ÷àñòîòà, ñ êîòîðîé îí äåòåêòèðóåò ñèãíàëû ðàâíà:

ω =
(
1 +

v0
c

)
ω0.

2.9 ×òîáû íàéòè íàèáîëåå âåðîÿòíóþ ñêîðîñòü, âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ ïî ìîäóëþ ñêîðîñòè
îò ëîãàðèôìà âåðîÿòíîñòè:

1

p

dp

dv
= 2

1

v
− m

2kT
2v = 0, =⇒ ví. â. =

√
2kT

m
.

2.12 Ðàññìîòðèì ïðîöåññ âûíóæäåííîãî èñïóñêàíèÿ ôîòîíà. Èìïóëüñ ôîòîíà, êîòîðûé
ñïðîâîöèðîâàë èñïóñêàíèå, íå èçìåíÿåòñÿ â ýòîì ïðîöåññå. Êîãäà àòîì ïåðåõîäèò â âîç-
áóæäåííîå ñîñòîÿíèå, îí ïîãëîùàåò ôîòîí ñ èìïóëüñîì p⃗0. Ïîñëå ïðîöåññà âûíóæäåííîãî
èçëó÷åíèÿ àòîì èñïóñêàåò ôîòîí ñ òàêèì æå èìïóëüñîì p⃗0. Çíà÷èò â ðåçóëüòàòå ïîãëîùå-
íèÿ ôîòîíà, à çàòåì åãî âûíóæäåííîãî èñïóñêàíèÿ, èìïóëüñ àòîìà íå èçìåíÿåòñÿ.

Â ñëó÷àå ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ àòîì èñïóñêàåò ôîòîí ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè, ïî-
ýòîìó â ñðåäíåì ïðîöåññ ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ íå èçìåíÿåò èìïóëüñ àòîìà. Çíà÷èò â
ðåçóëüòàòå ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà, à çàòåì åãî ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ, èìïóëüñ àòîìà óìåíü-
øàåòñÿ íà èìïóëüñ ôîòîíà. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðîöåññû âûíóæäåííîãî è
ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ ðàâíîâåðîÿòíû, êîëè÷åñòâî ïîãëîùåíèé ôîòîíîâ ðàâíî

N = 2
mv0
pô

,

ãäå m � ìàññà àòîìà íàòðèÿ, v0 � åãî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü. Èìïóëüñ ôîòîíà ðàâåí pô = ℏω/c.
Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ω = 2πc/λ, ïîëó÷àåì

N =
mv0λ

πℏ
≈ 4,2 · 104.
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2.13 Ïîñëå ðåøåíèÿ ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ äàííûé ïóíêò íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáûõ ïðîáëåì.
Òðåáóåòñÿ òîëüêî ãðàìîòíîå ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ è âûáîð êàêèõ-ëèáî ïàðàìåòðîâ ax è qx,
äàþùèõ óñòîé÷èâîñòü.

Ðèñ. 7: qx = 0.7, ax = −0.1

2.14 Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ qx = 0,2 è ax = −0,01. ×òîáû íàéòè ÷àñòîòó èç ãðàôèêà, íàé-
äåì âðåìÿ ìåæäó äâóìÿ ìàêñèìóìàìè è ïîëó÷èì ïåðèîä êîëåáàíèé 5Tx = 7µs. Îòñþäà
íàéäåì ÷àñòîòó êîëåáàíèé νx = 1/Tx = 0,71MHz. Cðàâíèì äàííóþ âåëè÷èíó ñ âåëè÷è-
íîé, ïîëó÷åííîé â ñïåêòðå νx = 0,71MHz. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ
÷àñòîòû ñîâïàäàþò. À çíà÷èò ñïåêòð â äàëüíåéøåì áóäåò î÷åíü âàæíûì èíñòðóìåíòîì
äëÿ ðàññ÷åòà ÷àñòîò. Àíàëîãè÷íî äëÿ y è z.
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2.15 Ñðàâíèì ñêîðîñòü îõëàæäåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ γ. Áóäåì ñòðîèòü ãðàôèêè
â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå ïî îñè y, ÷òîáû îíè áûëè ñ íåïëîõîé òî÷íîñòüþ ëèíåéíûìè.
Ïîñ÷èòàåì äëÿ 5 çíà÷åíèé γ. Îòñþäà ïîëó÷àåì íàáîð ãðàôèêîâ, à òàêæå ñâÿçü τ = 0,46γ.
Áîëåå ïîäðîáíî âû ìîæåòå èññëåäîâàòü äàííûé âîïðîñ â ðåøåííîé òåòðàäêå.

Ðèñ. 8: qx = 0,2, ax = −0,01, γ = 1e−5. Çàòóõàíèå òåìïåðàòóðû â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñ-
øòàáå

2.16 Âîîáùå ãîâîðÿ îòâåò íà äàííûé âîïðîñ çàâèñèò îò âûáðàííûõ âàìè ïàðàìåòðîâ.
Òàêèì îáðàçîì äàííûé ïóíêò ñêîðåå çíàêîìèò ñ êðèñòàëëàìè. Ïåðåéäåì ê ïîäðîáíîìó
èññëåäîâàíèþ â ïîñëåäóþùèõ ïóíêòàõ.

2.17 Äàííûé ïóíêò ÷èñòî ýêñïåðèìåíòàëüíûé. Ñëåäóåò â ïåðâóþ î÷åðåäü îïðåäåëèòüñÿ
ñ òåì, â êàêîì âèäå ìû õîòèì âûâîäèòü äàííûå. Ñðåäè î÷åâèäíûõ: 3D ñòðóêòóðà, çà-
âèñèìîñòü

√
x2last + y2last(zlast) ÷òîáû ïðîâåðèòü ÷òî öåïî÷êà ëèíåéíàÿ. Îäíàêî, ìû òàêæå

ðåêîìåíäóåì ñëåäèòü åù¼ è çà ñëåäóþùèìè ãðàôèêàìè: x(t) ÷òîáû âñå âðåìÿ ïðîâåðÿòü
òîò ôàêò, ÷òî êðèñòàë äîñòàòî÷íî îñòûë, à òàêæå y(x) ÷òîáû â ñëó÷àå ëèíåéíîãî êðèñòàëëà
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óâèäåòü îäíó êðóãëóþ òî÷êó.

Äàëåå îáñóäèì ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîé çàâèñèìîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäáèðàòü ÷àñòî-
òû ïîä n � äîëãèé è òðóäíûé ïðîöåññ, âåäü ÿâíûé âèä ÷àñòîò ìû íå çíàåì. À âîò ïîäáîð
êîëè÷åñòâà èîíîâ ïîä êàêîå-òî ñîîòíîøåíèå ÷àñòîò ãîðàçäî óäîáíåå. Òàêèì îáðàçîì, ïî-
ñòàâèì íàø ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ïîä çàäàííóþ ïàðó qx, ax èùåì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èîíîâ n, ïðè êîòîðîì îíè îá-
ðàçóþò ëèíåéíóþ öåïî÷êó. Êðîìå òîãî âñå âðåìÿ ñëåäèì, ÷òî ñèñòåìà îõëàäèëàñü, è
îòñóòñòâèå êðèñòàëëà íå ñâÿçàíî ñ íåäîñòàòêîì îõëàæäåíèÿ.

2. Çàïèñûâàåì â òàáëèöó N , qx, ax

3. Ïðè ïîìîùè êîäà, àíàëîãè÷íîãî 2.14 íàõîäèì ÷àñòîòû. Çäåñü âàæíî ïîìíèòü, ÷òî
÷åì äîëüøå âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, òåì âûøå òî÷íîñòü ÷àñòîò.

4. Àïïðîêñèìèðóåì çàâèñèìîñòü ôóíêöèåé, çàäàííîé â óñëîâèè.

qx ax

(
ωr

ωz

)2
N

0.05 0.0001 5.75 4
0.10 0.0001 24.50 10
0.15 0.0001 55.75 17
0.20 0.0001 99.5 24
0.25 0.0001 155.75 31
0.30 0.0001 224.5 38
0.35 0.0001 305.75 45
0.40 0.0001 399.50 53
0.45 0.0001 505.75 60
0.50 0.0001 624.50 68
0.55 0.0001 755.75 75
0.60 0.0001 899.50 82
0.90 0.0100 19.75 9
0.90 0.0200 9.625 6
0.90 0.0600 2.875 3

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî α = 1,81, A = 3,2.

Êîãäà ìû ïðîäåëàëè âñå èçìåðåíèÿ, ñòîèò ïðîâåðèòü, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà ïðåäñêàçûâàåò
ðåçóëüòàò íå òîëüêî äëÿ îäíîãî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ax, íî è äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé ýòîãî
ïàðàìåòðà. Èìåííî äëÿ ýòîãî è íóæíû ïîñëåäíèå 3 òî÷êè â òàáëèöå.
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Ðèñ. 9: Àïïðîêñèìàöèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

2.18 Äàííûé ïóíêò àíàëîãè÷åí 2.17. Îäíàêî, åñòü îäíî âàæíîå îòëè÷èå: ðàçëè÷íûå ñåðèè
èçìåðåíèé áóäóò äàâàòü íåìíîãî îòëè÷àþùèåñÿ êðèâûå. Ñòðîãî ãîâîðÿ, â óñëîâèè çàäà÷è
íàïèñàíî: ¾åñëè öåïî÷êà îáðàçóåò äâóìåðíóþ ðåøåòêó, òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå¿. Òàêèì
îáðàçîì íàäî âûáðàòü ñàìîå ìÿãêîå óñëîâèå èç ïîëó÷åííûõ. Åñëè áû áûëî íàïèñàíî: ¾ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ êðèñòàëë âñåãäà äâóìåðíûé¿, íàäî áûëî áû áðàòü ñàìîå æåñòêîå.
Âïðî÷åì, îòëè÷èå íå ñòîëü âåëèêî.
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qx ax
ωz

ωr
N

0.400 0.050 1.826 8
0.380 0.050 2.122 13
0.370 0.050 2.328 19
0.360 0.050 2.599 27
0.350 0.050 2.981 41
0.347 0.050 3.130 49
0.344 0.050 3.303 59
0.340 0.050 3.581 80
0.390 0.060 2.734 30
0.305 0.040 3.505 72

qx ax
ωz

ωr
N

0.700 0.200 2.981 56
0.750 0.200 2.218 18
0.725 0.200 2.524 29
0.710 0.200 2.772 39
0.800 0.200 1.826 9
0.690 0.200 3.242 76

Ðèñ. 10: Àïïðîêñèìàöèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî β = 0,3, B = 1. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ñèëó ðàçìûøëåíèé âûøå
äàâàòü â îòâåòå áîëåå 1 çíà÷àùåé öèôðû áåññìûñëåííî.
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×àñòü 3. Ëàçåðíûé ïèíöåò

Ïðèáëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè

Ðàññìîòðèì ïîòîê ôîòîíîâ â âèäå öèëèíäðà ñ ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ S è íàéäåì èìïóëüñ,
êîòîðûé îí ïåðåíîñèò â åäèíèöó âðåìåíè.

S
c

cc · dt

dN
Ïóñòü çà âðåìÿ dt ÷åðåç ïëîùàäêó S ïðîõîäèò dN ôîòîíîâ, êàæäûé
èç êîòîðûõ íåñåò èìïóëüñ ℏω/c. Ñëåäîâàòåëüíî ñóììàðíûé èìïóëüñ
ðàâåí dP = dNℏω/c. Çàìåòèì, ÷òî dNℏω = dW , ãäå dW � ýíåðãèÿ
ïåðåíîñèìàÿ ñâåòîâûì èìïóëüñîì ÷åðåç ïëîùàäêó S çà âðåìÿ dt.
Ñëåäîâàòåëüíî,

dP =
dW

c
.

Åñëè âñå ôîòîíû ïîãëîùàþòñÿ ïëîùàäêîé, òî âåñü èìïóëüñ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ
áóäåò ïåðåäàí ïëîùàäêå è ñèëà äàâëåíèÿ ñâåòà íà íåå áóäåò ðàâíà

F =
dP

dt
=
dW

cdt
=
Ẇ

c
⇒ p =

Ẇ

cS
.

Âèäíî, ÷òî äàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ìîùíîñòè Ẇ ê âåëè÷èíå ïëîùàäè, ò.å.
èíòåíñèâíîñòüþ ñâåòà I.

Åñëè èçëó÷åíèå ïàäàåò íîðìàëüíî íà ïëîùàäêó è îíî ïîëíîñòüþ åé îòðàæàåòñÿ, òî èçìå-
íåíèå èìïóëüñà îòäåëüíîãî ôîòîíà áóäåò ðàâíî 2ℏω/c (êàê ïðè àáñîëþòíî óïðóãîì óäàðå).
Â ýòîì ñëó÷àå äàâëåíèå ñâåòà áóäåò â äâà ðàçà áîëüøå è áóäåò ðàâíî 2I/c.

Åñëè èçëó÷åíèå ïàäàåò ïîä óãëîì φ è îòðàæàåòñÿ îò ðîâíîé ïîâåðõíîñòè, òî â ýòîì ñëó÷àå
äàâëåíèå ñâåòà óìåíüøèòñÿ è áóäåò ðàâíî 2I cosφ/c.

Åñëè èçëó÷åíèå ïàäàåò ïîä íóëåâûì óãëîì, íî ïîåðâõíîñòü îòðàæàåò òîëüêî äîëþ ôîòîíîâ
ðàâíóþ α, òî òà ÷àñòü ôîòîíîâ, êîòîðàÿ áûëà îòðàæåíà ïåðåäàñò óäâîåííûé èìïóëüñ, à
÷àñòü ôîòîíîâ ðàâíàÿ 1−α ïåðåäàñò èìïóëüñ ℏω/c. Åñëè ìû îäíîâðåìåííî ó÷òåì îáà ýòèõ
ñëó÷àÿ, òî ìû ïîëó÷èì

p =
2αI

c
+

(1− α) I

c
=

(1 + α) I

c
.

Ω

δ

3.2. Ïîñêîëüêó âñå óãëû ìàëû, òî ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ èç-
âåñòíûì ôàêòîì èç ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, ÷òî óãîë îòêëîíåíèÿ
ëó÷à ðàâåí δ = ω(n− 1).

Òîãäà èçìåíåíèå èìïóëüñà îòäåëüíîãî ôîòîíà áóäåò ðàâíî ℏωδ/c
(ñì. ðèñóíîê). Àíàëîãè÷íî ñóììèðóÿ èçìåíåíèå èìïóëüñà âñåõ ôî-
òîíîâ ïîëó÷àåì, ÷òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ïðèçìó áóäåò ðàâíà

F =
IS

c
(n− 1)ω.

Èç òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà ñëåäóåò, ÷òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ïðèçìó áóäåò íàïðàâëåíà
â ñòîðîíó ïðîòèâîïîëîæíóþ èçìåíåíèþ èìïóëüñà îòäåëüíîãî ôîòîíà. Ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü
óãëà îòêëîíåíèÿ èìïóëüñà ñâåòà, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî îíà íàïðàâëåíà ââåðõ.
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3.3. Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåí îòäåëüíûé ôîòîí, êîòîðûé äâèæåòñÿ âäîëü îïòè÷åñêîé îñè
íà ðàññòîÿíèè x îò íåå. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ öèëèíäðà îí îòêëîíÿåòñÿ îò ïåðâîíà÷àëüíîãî
íàïðàâëåíèÿ è èçìåíÿåò ñâîé èìïóëüñ è îêàçûâàåò äàâëåíèå íà öèëèíäð. Ò.ê. ∆AOB
ðàâíîáåäðåííûé, òî ∠AOB = π − 2β, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ∠BOC = 2β − α. Òîãäà óãîë

δ = α− ∠BOC = 2 (α− β) = 2 (α− α/n) .

z
x

α

α

α

δ

β β

A
B

CO

Íàéäåì èçìåíåíèå èìïóëüñà óçêîãî ñëîÿ ôîòîíîâ øèðèíà êîòîðîãî â ïëîñêîñòè ðèñóíêà
ðàâíà dx, à â íàïðàâëåíèè ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòè ðèñóíêà ðàâíà âûñîòå öèëèíäðà
H. Èçìåíåíèå èìïóëüñà òàêîãî ïîòîêà ôîòîíîâ âäîëü îñè x çà èíòåðâàë âðåìåíè dt áóäåò
ðàâíî

dpx = −2
x

R

n− 1

n

I(x)H

c
dxdt.

Èíòåãðèðóÿ ïî øèðèíå ïó÷êà, ò.å. â ïðåäåëàõ îò −R/10 äî R/10 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî èçìå-
íåíèå èìïóëüñà âäîëü îñè x ðàâíî

∆px =
n− 1

n

I0
c

HR

750
dt.

Ò.å. ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà öèëèíäð áóäåò íàïðàâëåíà âíèç, ò.ê. ñóììàðíîå èçìåíåíèå èì-
ïóëüñà ôîòîíîâ âäîëü îñè x íàïðàâëåíî íàâåðõ è ðàâíà

Fx =
n− 1

n

I0
c

HR

750
.

Àíàëîãè÷íî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ âäîëü îñè z ðàâíà

Fz =

(
n− 1

n

)2
I0
c

HR

750
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïó÷îê ñâåòà èìååò íåêîòîðûé ïðîôèëü, ò.å. çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíî-
ñòè îò êîîðäèíàòû, òî åñëè ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ íåêîòîðîãî îáúåêòà, íàïðèìåð äèýëåê-
òðè÷åñêîãî øàðà áîëüøå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû, òî òàêîé îáúåêò
âòÿãèâàåòñÿ â îáëàñòü ìàêñèìóìà èíòåíñèâíîñòè è òàêèìè îáúåêòàìè ìîæíî óïðàâëÿòü è
ìàíèïóëèðîâàòü.

Â ýòîì è ñîñòîèò ïðèíöèï ðàáîòû ëàçåðíîãî ïèíöåòà â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòè-
êè. Ñèëà, ñîçäàâàåìàÿ òàêèì ïèíöåòîì, ìîæåò áûòü ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ïÍ è ïîçâîëÿåò
ìàíèïóëèðîâàòü îòäåëüíûìè ìîëåêóëàìè.

Ïðèìåð ðàáîòû ëàçåðíîãî ïèíöåòà ìîæíî ïîñìîòðåòü ïî ññûëêå.

3.4. Â òîì ñëó÷àå, åñëè ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ öèëèíäðà áóäåò ìåíüøå ïîêàçàòåëÿ ïðå-
ëîìëåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû, òî ôîòîíû áóäóò îòêëîíÿòüñÿ â äðóãóþ ñòîðîíó. Ò.å. íà-
ïðàâëåíèå ñèëû ïî âåðòèêàëå èçìåíèòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå, à ïî ãîðèçîíòàëè îñòàíåòñÿ
òåì æå ñàìûì.
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https://www.youtube.com/watch?v=ju6wENPtXu8
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