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×åëîâåê ñîçäàåò ãèïîòåçû âñåãäà,
äàæå åñëè îí î÷åíü îñòîðîæåí,

äàæå åñëè ñîâñåì îá ýòîì íå äîãàäûâàåòñÿ.

Ñòàíèñëàâ Ëåì

Êîëêîñòü ãëàç íå êîëåò

Êàæäóþ âåñíó �æèê ïðîâîäèò ñåðèþ àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Â ýòîì ãîäó, ïîñìîòðåâ
â òåëåñêîï äâà ðàçà, îí ñìîã îáíàðóæèòü çâåçäó, âîêðóã êîòîðîé îáðàùàþòñÿ äâå èíòåðåñ-
íûå ïëàíåòû.

Ñïîðíàÿ ïëàíåòà

(5 áàëëîâ). Ïåðâàÿ ïëàíåòà ñîñòîèò èç ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà, çàïîëíåííîãî ìíîãîàòîìíûì
èäåàëüíûì ãàçîì. Ó �æèêà íåò îñíîâàíèé ïîëàãàòü, ÷òî ïëîòíîñòü ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà
ìíîãî áîëüøå ïëîòíîñòè ãàçà. �æèêó ñòàëî èíòåðåñíî, óñòîé÷èâà ëè ãàçîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
ïëàíåòû ê ¾äûõàíèþ¿, òî åñòü ìîæåò ëè å¼ ðàçìåð ñëàáî ñàìîïðîèçâîëüíî ãîìîòåòè÷íî è
àäèàáàòè÷íî îñöèëëèðîâàòü. Ïîìîãèòå �æèêó ðåøèòü ýòîò âîïðîñ.

Ïðèìå÷àíèå. Â ïîñëåäóþùèõ ïóíêòàõ çàäà÷è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè ïëàíåòà óñòîé÷èâà
ê äûõàíèþ, òî îíà â ïðèíöèïå óñòîé÷èâà è ìîæåò ñóùåñòâîâàòü.

Ãîðÿ÷àÿ ïëàíåòà

(2 áàëëà). Àíàëèç âòîðîé ïëàíåòû ïîêàçàë, ÷òî îíà öåëèêîì ñîñòîèò èç èäåàëüíîãî äâóõ-
àòîìíîãî ãàçà, áåç òâ¼ðäîãî èëè æèäêîãî ÿäðà. Òåïëî¼ìêîñòü ãàçà ïëàíåòû ïðè ïîñòîÿííîì
îáúåìå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:

CV =
5

2
R +

(
A

T

)2
1

sh2 (A/T )
R,

ãäå A = 5000 Ê. Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ òåìïåðàòóðó â öåíòðå âòîðîé ïëàíå-
òû, ñ÷èòàÿ, ÷òî äëÿ äàííîãî ãàçà îíà íèæå êðèòè÷åñêîé. Ñ÷èòàéòå, ÷òî â ïðîöåññå äûõàíèÿ
ïëàíåòû òåìïåðàòóðà èçìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî, è CV ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé.

Òàéíàÿ ïëàíåòà

(3 áàëëà). Âå÷åðîì �æèê ðàññêàçàë î ñâîåì îòêðûòèè Ìåäâåæîíêó, íà ÷òî åãî äðóã îòâå-
òèë, ÷òî âèäåë Òðåòüþ ïëàíåòó, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç âåùåñòâà, êàëîðè÷åñêîå è òåðìè÷åñêîå
óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êîòîðîãî èìåþò âèä:

U = αV T 4

p =
U

3V
,

ãäå U � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, V � îáúåì, çàíèìàåìûì âåùåñòâîì, T � òåìïåðàòóðà âåùå-
ñòâà, p � äàâëåíèå, α � èçâåñòíûé êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

¾Ïñèõ¿ � ïîäóìàë �æèê. Ïî÷åìó îí ñäåëàë òàêîé âûâîä?

Àâòîð çàäà÷è: Ñ. Êóõàðåâ
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Ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è

Îáùåå ðàññóæäåíèå

Äëÿ íà÷àëà ïîëó÷èì óñëîâèå ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîãî îáëàêà ãàçà áåç äðóãèõ òåë. Ðàññìîòðèì ìàëûé îáú¼ì ãàçà ïëîùàäüþ dS
è òîëùèíîé dr, íàõîäÿùèéñÿ íà ðàññòîÿíèè r îò öåíòðà ñèñòåìû:

r dr

dS

Çàïèøåì óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ ñóììû äåéñòâóþùèõ íà íåãî ñèë:

P (r)dS = dmãg(r) + P (r + dr)dS,

ãäå dmã � ìàññà ãàçà, P � äàâëåíèå, à g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ â äàííîé òî÷êå.
Çàìåòèì, ÷òî dmã = ρ(r)dSdr è g(r) = GM(r)

r2
, ãäå M(r) � ñóììàðíàÿ ìàññà âåùåñòâà

âíóòðè ñôåðû ðàäèóñà r.

Ïðåîáðàçóåì èçíà÷àëüíîå óðàâíåíèå

P (r)− P (r + dr) = ρã(r)dr ·G
M(r)

r2

dP

dr
= −Gρã(r)M(r)

r2

Ýòî óðàâíåíèå áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Èíîãäà óäîáíåå
ñìîòðåòü íà ýòî óðàâíåíèå, âîñïðèíèìàÿ êàê íåçàâèñèìûé ïàðàìåòð M , à íå r. Â ñëó÷àå,
êîãäà âñþ ìàññó ïëàíåòû ñîñòàâëÿåò òîëüêî ãàç:

dM = 4πr2ρã(r)dr

dP

dMã

= −G Mã

4πr4(Mã)

Ýòî óðàâíåíèå áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â òåðìèíàõ Ëàãðàí-
æà.

Òåïåðü ïðîàíàëèçèðóåì óñòîé÷èâîñòü ýòîãî ðàâíîâåñèÿ ê ãîìîòåòè÷íîé àäèàáàòè÷åñêîé
äåôîðìàöèè. Ïóñòü âñå ëèíåéíûå ðàçìåðû ãàçà àäèàáàòè÷åñêè èçìåíèëèñü â α ðàç, äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü α < 1. Çàïèøåì óðàâíåíèå àäèàáàòû èäåàëüíîãî ãàçà:
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PV γ = P1V
γ
1

Pr3γ = P1r
3γ
1 = P1α

3γr3γ

P1 = Pα−3γ

Ïîëó÷àåòñÿ, ïðè ñæàòèè â α ðàç ôàêòè÷åñêîå äàâëåíèå ãàçà âîçðàñò¼ò. Íî âîçðàñò¼ò òàêæå
è òðåáóåìîå äëÿ ðàâíîâåñèÿ äàâëåíèå. Ïðîàíàëèçèðóåì ýòî èçìåíåíèå. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì
çàìåíó r → αr â óðàâíåíèè ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â òåðìèíàõ Ëàãðàíæà. Âèäíî, ÷òî
òðåáóåìîå äàâëåíèå èçìåíèòñÿ êàê P → α−4P .

Ïðè α < 1 äëÿ óñòîé÷èâîñòè òðåáóåìîå äàâëåíèå äîëæíî áûòü ìåíüøå ôàêòè÷åñêîãî.
Òîãäà äàâëåíèå "ïîáåæäàåò ãðàâèòàöèþ è ñèñòåìà âîçâðàùàåòñÿ â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå:

Pα−3γ > α−4P

α3γ < α4

3γ > 4

γ >
4

3

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå - óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ãàçîâîãî
îáëàêà.

Ñïîðíàÿ ïëàíåòà

Íàëè÷èå ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà èçìåíÿåò óðàâíåíèå ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ò.ê. ãðàâè-
òèðóåò òåïåðü íå òîëüêî ãàç:

dP

dr
= −Gρã(r)(Mã(r) +Mï(r))

r2

Óðàâíåíèå â òåðìèíàõ Ëàãðàíæà:

dP

dMã

= −GMã +Mï(Mã)

4πr4(Mã)

Âèäíî, ÷òî åñëè òåïåðü çàìåíèòü r íà αr, òî òàêæå èçìåíèòñÿ âèä ôóíêöèè Mï(Mã). Òî
åñòü ïðè ñæàòèè ìåíÿåòñÿ ìàññà ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà, êîòîðûé íàõîäèòñÿ áëèæå ê öåíòðó,
÷åì äàííàÿ ìàññà ãàçà. Î÷åâèäíî, ýòî óìåíüøèò èçìåíåíèå òðåáóåìîãî äëÿ ðàâíîâåñèÿ
äàâëåíèÿ, ÷òî äîëæíî ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ìíîãîàòîìíûé ãàç ñ γ = 4

3
ñòàíåò óñòîé÷èâûì.
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Àëüòåðíàòèâíî ìîæíî íè÷åãî íå çàïèñûâàòü, è ïðîñòî ïîíÿòü, ÷òî åñëè ðàíüøå ãàç áûë
íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè, òî ñ ïîðèñòûì ìàòåðèàëîì ïðè ñæàòèè ñèëà òÿæåñòè íå òîëüêî
óâåëè÷èâàåòñÿ (çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî ãàç ¾áëèæå ñàì ê ñåáå¿), íî è óìåíüøàåòñÿ (çà ñ÷¼ò òîãî,
÷òî íà ãàç äåéñòâóåò ìåíüøå ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà). À çíà÷èò, óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ¾ñúåäåò¿
è ãàç ñòàíåò óñòîé÷èâûì.

Îòâåò: ïëàíåòà óñòîé÷èâà.

Ãîðÿ÷àÿ ïëàíåòà

Â ýòîé çàäà÷å íàäî ïîíÿòü, ÷òî îòñóòñòâèå æèäêîé èëè òâ¼ðäîé ôàçû îçíà÷àåò, ÷òî ãàç
óñòîé÷èâ è íå êîëëàïñèðóåò. Ïðàâäà, γ ãàçà â ýòîé ñèòóàöèè ðàçíàÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ èç-
çà ðàçíîé òåìïåðàòóðû. Íî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ìàëûé îáú¼ì ãàçà â öåíòðå ïëàíåòû
(ãäå òåìïåðàòóðà, î÷åâèäíî, ìàêñèìàëüíàÿ), è íàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ íåãî. Íàëè÷èå ãàçà
âîêðóã íèêàê íå ìåíÿåò ðàññóæäåíèå ïðî òî, ÷òî γ < 4

3
. Ïîëó÷àåì:

5
2

+ ( A
Tmax

)2 · 1
sh2( A

Tmax
)

+ 1

5
2

+ ( A
Tmax

)2 · 1
sh2( A

Tmax
)

=
4

3
,

îòêóäà Tmax = 3352.48 K

Êîììåíòàðèé: ìíîãèå ñïðàøèâàëè, ìîæåò ëè ó äâóõàòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà òåïëî¼ì-
êîñòü çàâèñåòü îò òåìïåðàòóðû. Îòâå÷àåì: äà, ìîæåò. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî íà âûñîêèõ
òåìïåðàòóðàõ ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè ïåðåñòà¼ò áûòü ïîñòîÿííûì, è íàðàâíå ñ ïîñòó-
ïàòåëüíûìè è âðàùàòåëüíûìè ¾âêëþ÷àþòñÿ¿ è òàê íàçûâàåìûå êîëåáàòåëüíûå ñòåïåíè
ñâîáîäû. Ïðè÷¼ì ÷åì âûøå òåìïåðàòóðà, òåì ó áîëüøåãî ÷èñëà ìîëåêóë ïðèñóòñòâóþò
êîëåáàíèÿ ðàçìåðà.

Òàéíàÿ ïëàíåòà

Íàéä¼ì óðàâíåíèå àäèàáàòû âåùåñòâà èç òðåòüåãî ïóíêòà. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî U = 3PV .
Óðàâíåíèå àäèàáàòû â òàêîì ñëó÷àå íå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò òàêîâîãî äëÿ ìíîãîàòîìíîãî
èäåàëüíîãî ãàçà:

0 = δQ = PdV + dU = PdV + 3d(PV )

Òîãäà ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ =
4

3
, à ìû óæå çíàåì, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò áåçðàçëè÷íî-

ìó ðàâíîâåñèþ. Ïîëó÷àåòñÿ, òàêàÿ ïëàíåòà íå äîëæíà áûòü óñòîé÷èâîé è ïðè ìàëåéøåé
ôëóêòóàöèè äîëæíà ðàñïàñòüñÿ.

Êîììåíòàðèé î ôèçè÷åñêîì ñìûñëå çàäà÷è

Âû íå ïîâåðèòå, íî ýòîò òóð - êëàññè÷åñêàÿ àñòðîôèçè÷åñêàÿ çàäà÷à è èçíà÷àëüíî îíà
ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ çâ¼çä. Óñëîâèå γ > 4

3
äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìî äëÿ ìåõàíè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè çâ¼çäû. Çäåñü íóæíû íåñêîëüêî ïîÿñíåíèé.
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1. Óñòîé÷èâîñòü ê ¾äûõàíèþ¿, êîòîðóþ ìû ðàçáèðàëè â çàäà÷å, îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü
ê ôëóêòóàöèÿì îáú¼ìà, êîòîðûå ïîñòîÿííî ïðîèñõîäÿò â çâåçäå êàê ìèíèììóì èç-çà
òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö.

2. Âàñ ìîæåò ñìóòèòü, ÷òî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ê ãîìîòåòè÷åñêèì êîëåáàíèÿì ìû âû-
äàëè çà óñëîâèå îáùåé óñòîé÷èâîñòè. Íà ýòî îòâåòèì, ÷òî ìîæíî ÷åñòíî ðàññ÷èòàòü
óñëîâèå íà γ èç òîãî, ÷òî ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíîâåñíîé çâåçäû äîëæíà áûòü îò-
ðèöàòåëüíà. Ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íûé.

3. Òàêæå ìíîãèõ ñìóùàëî, ÷òî ¾äûõàíèå¿ àäèòàáàòè÷íî. È ïðàâäà, êàê ìèíèìóì, íà-
ãðåòîå òåëî äîëæíî èçëó÷àòü. Çäåñü âàæíû äâå âåùè. Âî-ïåðâûõ, åñëè ãîâîðèòü ïðî
çâ¼çäû, òî èõ èçëó÷åíèå ïî÷òè èäåàëüíî ñêîìïåíñèðîâàíî ýíåðãîâûäåëåíèåì ïðè
òåðìîÿäåðíûõ ðåàêöèÿõ â ÿäðå. Âî-âòîðûõ, âîïðîñ àäèàáàòè÷íîñòè ÷àñòî ñâîäèòñÿ
ê âîïðîñó ñêîðîñòè: áûñòðûå ïðîöåññû ìîæíî ñ÷èòàòü àäèàáàòè÷åñêèìè. Äëÿ çâ¼çä
îáû÷íî âûäåëÿþò òðè õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáà âðåìåíè:

tN � ÿäåðíîå âðåìÿ, èëè âðåìÿ, çà êîòîðîå ¾ñãîðèò¿ âåñü äîñòóïíûé çâåçäå âîäîðîä.
Äëÿ Ñîëíöà ýòî ïîðÿäêà 10 ìëðä ëåò.

tT � òåïëîâîå âðåìÿ, èëè âðåìÿ, çà êîòîðîå çâåçäà èçëó÷èëà áû âñþ ñâîþ òåïëîâóþ
ýíåðãèþ ïðè ñîâðåìåííîé ñâåòèìîñòè. Äëÿ Ñîëíöà ýòî ïîðÿäêà 10 ìëí ëåò.

tH � ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âðåìÿ, èëè âðåìÿ, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ çâåçäå äëÿ ¾ñõëî-
ïûâàíèÿ¿, åñëè îòêëþ÷èòü ñèëû äàâëåíèÿ. Äëÿ Ñîëíöà ýòî ïîðÿäêà ïîëó÷àñà.

Ñîîòíîøåíèå tN � tT � tH âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé çâåçäû, è ïîýòîìó èçëó÷åíèåì
ìîæíî ïðåíåáðåãàòü ïðè ëþáûõ ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññàõ.

4. Â ðåàëüíîñòè, êîíå÷íî, äëÿ ðàñ÷¼òà óñëîâèé ìåõàíè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè çâåçäû,
íóæíî ó÷èòûâàòü îáùóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè. Ýòî íà ïîðÿäîê ñëîæíåå, íî äëÿ
îáùåãî ðàçâèòèÿ ïîëåçíî çíàòü ëèøü, ÷òî ó÷¼ò îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè óâåëè-

÷èâàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå γ íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà
GM

Rc2
, ãäå M � ìàññà çâåçäû, R

� å¼ ðàäèóñ, à c � ñêîðîñòü ñâåòà. Òàêèì îáðàçîì, ïîïðàâêà îáû÷íî ìàëà, íî âñåãäà
ïîëîæèòåëüíà.

Òåïåðü, ïîíèìàÿ, î ÷¼ì áûë òóð, ïîñìîòðèì åù¼ ðàç íà îòäåëüíûå çàäà÷è â í¼ì.

Ñïîðíàÿ ïëàíåòà

Ïîðèñòûé ìàòåðèàë â ïåðâîé çàäà÷å ìîæíî çàìåíèòü íà ëþáîé óñòîé÷èâûé ãàç, è çàäà÷à
ïðàêòè÷åñêè íå ïîìåíÿåòñÿ. Ïî ñóòè ìû äîêàçàëè, ÷òî äîáàâêà óñòîé÷èâîãî ãàçà ìîæåò
ñòàáèëèçèðîâàòü êîíñòðóêöèþ èç íåóñòîé÷èâîãî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, íàïðèìåð, â àòìîñôåðå
Çåìëè ìîæåò óñòîé÷èâî ïðèñóòñòâîâàòü âîäÿíîé ïàð èëè óãëåêèñëûé ãàç. Çàìåòüòå, ÷òî
ñàìîé ïëàíåòû äëÿ ýòîãî íåäîñòàòî÷íî: âàæíî, ÷òîáû óñòîé÷èâîå âåùåñòâî ðàñïîëàãàëîñü
òàì æå, ãäå è íåóñòîé÷èâûé ãàç, èíà÷å â îáëàñòè íåóñòîé÷èâîãî ãàçà Mïðèìåñè íå áóäåò
çàâèñåòü îò r è ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ñòàíóò íåâåðíûìè.

Ãîðÿ÷àÿ ïëàíåòà

Âòîðàÿ çàäà÷à îáúÿñíÿåò ñðàçó íåñêîëüêî ôàêòîâ.

1. Êîíå÷íî, äâóõàòîìíûé ãàç èìååò ñëàáîå îòíîøåíèå ê çâ¼çäàì, à òåì áîëåå ê èõ
íåäðàì: íà òàêèõ òåìïåðàòóðàõ õèìè÷åñêèå ñâÿçè ðàçðóøàþòñÿ. Îäíàêî òåïëî¼ì-
êîñòü çâåçäíîãî âåùåñòâà òîæå ìîæåò çàâèñåòü îò òåìïåðàòóðû íàïðÿìóþ èëè êîñ-
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âåííî: ÷åðåç äàâëåíèå, ïëîòíîñòü, ñòåïåíü èîíèçàöèè è ò.ï. Ïîýòîìó âîïðîñ óñòîé÷è-
âîñòè ðåàëüíûõ çâ¼çä ñëîæíåå ÷åì ¾ïîñ÷èòàåì àòîìû â ìîëåêóëå¿.

2. Íåóñòîé÷èâûå îáëàêà ñêîðåå ñêëîííû ê êîëëàïñó, ÷åì ê ðàçë¼òó: ïðè ðàñøèðåíèè
òåìïåðàòóðà ïàäàåò è ýòî ìîæåò âåðíóòü ñèñòåìå óñòîé÷èâîñòü.

3. Îáû÷íî êîëëàïñ ïðåêðàùàåòñÿ, êîãäà âåùåñòâî â öåíòðå èñïûòûâàåò ôàçîâûé ïåðå-
õîä: ÷àñòî ïðè ýòîì ïîâûøàåòñÿ åãî óïðóãîñòü. Òàê îáðàçóþòñÿ íåéòðîííûå çâ¼çäû,
áåëûå êàðëèêè è äàæå ïëàíåòû. Âïðî÷åì, ñòîèò ñêàçàòü, ÷òî òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíà
ñèòóàöèÿ, êîãäà ôàçîâûé ïåðåõîä â ÿäðå íàîáîðîò ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé êîëëàïñà.

Òàéíàÿ ïëàíåòà

Òðåòüÿ çàäà÷à - êëàññè÷åñêèé ïðèìåð íà óñòîé÷èâîéñòü çâ¼çä. Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, äàí-
íûå â óñëîâèè, îïèñûâàþò ãàç ôîòîíîâ. Ïîëó÷àåòñÿ, ìû äîêàçàëè, ÷òî íå ìîæåò ñóùå-
ñòâîâàòü óñòîé÷èâîé çâåçäû èç ôîòîííîãî ãàçà, òî åñòü ñâåòà. Ðàçóìååòñÿ, áîëåå ÷åñòíîå
äîêàçàòåëüñòâî äîëæíî âêëþ÷àòü ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, íî ðåçóëüòàò
ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå: çâ¼çä èç ñâåòà ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò. À ïðåäñòàâüòå, êàêîé èíòå-
ðåñíûé ýòî ìîã áû áûòü îáúåêò...
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Àëüòåðíàòèâíàÿ çàäà÷à

1. (0 áàëëîâ) Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû èç íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè ðàâíî a = 9, 8 ì

ñ2
. Íàéäèòå äàâëåíèå â öåíòðå ïëàíåòû.

2. (0 áàëëîâ)

x

0 σ0

Ðàññìîòðèì óçêèé ñëîé âåùåñòâà òîëùèíîé ∆x è ïëîùàäüþ S òàêîé, ÷òî ñ îäíîé
ñòîðîíû îí íàãðåò äî òåìïåðàòóðû T1, à ñ äðóãîé � äî òåìïåðàòóðû T2. Ìîùíîñòü,
ðàâíàÿ êîëè÷åñòâó òåïëîòû, êîòîðîå ïåðåäàåòñÿ çà íåáîëüøîé èíòåðâàë âðåìåíè ∆t
îò îäíîé ïîâåðõíîñòè äðóãîé, ðàâíà:

P =
κ

∆x
S(T2 − T1),

ãäå κ � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè.

Íîæêà ïàðòû èç ìàòåðèàëà ñ ïåðåìåííîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ èìååò ôîðìó öèëèí-
äðà ðàäèóñîì R2 ñ âûðåçàííûì èç íåãî öèëèíäðîì ðàäèóñîì R1. Òåïëîïðîâîäíîñòü
çàâèñèò îò ðàäèóñà êàê

κ(R) = κ1 ·
R2

R2
1

.

Öèëèíäðû R1 è R2 ïîääåðæèâàþòñÿ ïðè òåìïåðàòóðàõ T1 è T2 ñîîòâåòñòâåííî. Íàé-
äèòå ðàñïðåäåëåíèå T (R).

R2

R1

R

3. (0 áàëëîâ) Òî÷êà K - ýòî òî÷êà íà PV -äèàãðàììå, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå ïîñòîÿí-
íîãî êîëè÷åñòâà îäíîàòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà. Óãîë íàêëîíà èçîòåðìû â ýòîé òî÷êå
ê îñè V ðàâåí α. Êàêîâ óãîë íàêëîíà àäèàáàòû â ýòîé òî÷êå ê îñè V ?

4. (3 áàëëà) �æèê õîäèë ïî ôèçè÷åñêîé ëàáîðàòîðèè è íàøåë èíòåðåñíóþ óñòàíîâêó.
Óñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ãîðèçîíòàëüíóþ òåïëîèçîëèðîâàííóþ öèëèíäðè÷å-
ñêóþ òðóáêó, âíóòðè êîòîðîé íàõîäÿòñÿ äâà ìåòàëëè÷åñêèõ ïîðøíÿ, ïîäêëþ÷åííûõ
ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ. Ìåæäó ïîðøíÿìè íàõîäèòñÿ èäåàëüíûé îä-
íîàòîìíûé ãàç. Íàïðÿæåíèå èñòî÷íèêà U , ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîðøíÿìè d. �æèê
çàõîòåë îáîçíà÷àòü Pã äàâëåíèå íà ïîðøíè, âûçâàííîå èäåàëüíûì ãàçîì, è Pýë äàâ-
ëåíèå íà ïîðøíè, âûçâàííîå ýëåêòðè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì äðóã ñ äðóãîì. �æèêó
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èçâåñòíî, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè d = d1, Pýë = Pýë1 Ñ÷èòàéòå, ÷òî d � R,
ãäå R - ðàäèóñ öèëèíäðà. Òðåíèåì ïîðøíåé î ñòåíêè ñîñóäà, àòìîñôåðíûì äàâëåíèåì
è òåïëîì â ïîäâîäÿùèõ ïðîâîäàõ ïðåíåáðå÷ü.

(a) (1 áàëë) Ïîìîãèòå, ïîæàëóéñòà, �æèêó íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîðøíÿìè d0
â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ.

(b) (1 áàëë) �æèê çàõîòåë ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàâèñèìîñòè Pã(d) è Pýë(d), íî ó íåãî
ëàïêè. Ñäåëàéòå ýòî çà íåãî.

(c) (1 áàëë) Ïîìîãèòå �æèêó ïîíÿòü, áóäåò ëè ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, íàéäåííîå â
ïóíêòå 1 óñòîé÷èâûì?

U

5. (8 áàëëîâ) Ïðîãóëèâàÿñü íà ñëîíå, �æèê îáíàðóæèë Ïëîñêèé Ìèð. Ïëîñêèé Ìèð
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîíêóþ áåñêîíå÷íóþ îäíîðîäíóþ ïëàñòèíó ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîò-
íîñòüþ σ0. Àòìîñôåðà Ïëîñêîãî Ìèðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà ñèììåòðè÷íûõ ñëîÿ
îäíîàòîìíîãî ãàçà ïî îáå ñòîðîíû îò ïëàñòèíû.

(a) (2 áàëëà) Íàéäèòå çàâèñèìîñòü óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ â àòìîñôåðå Ïëîñ-
êîãî Ìèðà â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ x äî Ïëîñêîãî Ìèðà. Ñ÷èòàéòå èçâåñò-
íîé ôóíêöèþ σ(x) (íà êàðòèíêå).

(b) (1 áàëë) Âûðàçèòå ðàâíîâåñíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ
dP

dx
÷åðåç ρ(x) è σ(x).

(c) (2 áàëëà) Âûðàçèòå ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ïî ìàññå
dP

dσ
.

(d) (1 áàëë) Íàéäèòå äàâëåíèå ãàçà íà ïîâåðõíîñòè Ïëîñêîãî ìèðà, åñëè èçâåñòíà
åãî ñóììàðíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü σ(xmax).

(e) (1 áàëë) Óêàæèòå, óñòîé÷èâà ëè àòìîñôåðà Ïëîñêîãî Ìèðà ê äûõàíèþ?
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Ðåøåíèå àëüòåðíàòèâíîé çàäà÷è

1. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà x:

g(x) =
GM(r)

r2

M(r) = ρ · 4

3
πr3,

ãäå ρ - ïëîòíîñòü ïëàíåòû.

g(x) =
4πGρ

3
x

Òîãäà äàâëåíèå â öåíòðå ïëàíåòû:

p =

R∫
0

ρg(x)dx =
2πGρ2R2

3

Ñ ó÷¼òîì a = 4
3
πGρR îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

p =
3a2

8πG

2. Ðàññìîòðèì òîíêîñòåííûé öèëèíäð âûñîòîé H, ðàäèóñîì R, òîëùèíîé dR. Ïóñòü íà
åãî âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òåìïåðàòóðà T , íà âíåøíåé T + dT . Òîãäà ïîòîê òåïëà
÷åðåç íåãî:

P =
dT

dR
κS.

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ðàâíà S = 2πRH. Òîãäà:

P =
dT

dR
κ · 2πRH =

dT

dR
κ1
R2

R2
1

· 2πRH.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè P = const. Òîãäà:

PdR

R3
=

κ12πH · dT
R2

1

.

Ïðîèíòåãðèðóåì äàííîå âûðàæåíèå îò R1, T1 äî Rx, Tx:

P

Rx∫
R1

dR

R3
=

κ12πH·
R2

1

Tx∫
T1

dT

−2P

(
1

R2
x

− 1

R2
1

)
=

κ12πH

R2
1

(T1 − Tx)
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îòêóäà, ïîäñòàâèâ R2, T2:

P =
κ1πHR

2
1R

2
2(T1 − T2)

R2
2 −R2

1

Åñëè P > 0, òî òåïëî ïåðåäàåòñÿ îò T2 ê T1. Åñëè P < 0 � îò T1 ê T2. Îòñþäà ëåãêî
ïîëó÷èòü T (R):

κ1πHR
2
1R

2
2(T1 − T2)

R2
2 −R2

1

=
κ1πHR

2
1R

2(T1 − T (R))

R2 −R2
1

R2
2(T1 − T2)
R2

2 −R2
1

=
R2(T1 − T (R))

R2 −R2
1

T (R) = T1 −
R2

2(R
2 −R2

1)(T1 − T2)
R2(R2

2 −R2
1)

3. Ïóñòü (P0, V0) - êîîðäèíàòû òî÷êè K íà PV - äèàãðàììå. Òîãäà óðàâíåíèÿ èçîòåðìû
è àäèàáàòû, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòó òî÷êó PV = P0V0 è PV γ = P0V

γ
0 ñîîòâåòñòâåííî.

Òàíãåíñû óãëîâ íàêëîíà êàñàòåëüíûõ ê èçîòåðìå è àäèàáàòå â òî÷êå K:

tgα =

(
dP

dV

)
T

= −P0V0
V 2
0

tg β =

(
dP

dV

)
Q

= −γP0V
γ
0

V γ+1
0

Ðàçäåëèâ îäíî íà äðóãîå, ïîëó÷àåì îòâåò:

β = arctg γ tgα

4. Òàê êàê ñîñóä òåïëîèçîëèðîâàí, òî ïàðàìåòðû Pï è V óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
àäèàáàòû:

PãV
5
3 = Pã1V

5
3
1

Pãd
5
3 = Pã1d

5
3
1

Pã(d) = Pã1

d
5
3
1

d
5
3

Òàê êàê âûïîëíåíî óñëîâèå d � R, òî ïîðøíè ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîñêèì êîíäåíñàòî-
ðîì. Ïîñ÷èòàåì ñèëû, ñ êîòîðûìè ïðèòÿãèâàþòñÿ ïëàñòèíû ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà.

E =
q

ε0S
, ãäå q - çàðÿä îäíîé îáëàäêè. Òîãäà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îäíó ïëàñòèíó

F =
Eq

2
(äåëèì ïîïîëàì, ïîòîìó ÷òî âêëàä â ïîëå âíîñÿò îáå ïëàñòèíû, íî ïðè

ïîäñ÷¼òå ñèëû íàñ èíòåðåñóåò ëèøü ïîëå îäíîé ïëàñòèíû).
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F =
q2U2

2ε0S
, q = CU, C =

ε0S

d

F =
ε20S

2U2

2ε0d2S
=
ε0SU

2

2d2
,

òîãäà

Pýë =
F

S
=
ε0U

2

2d2

Ñîîòâåòñòâåííî, â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ Pýë = Pã

ε0U
2

2d20
= Pã1

d
5
3
1

d
5
3
0

d0 =

(
ε0U

2

2Pã1d
5
3
1

)3

d0

d

P Ýëåêòðè÷åñòâî
Ãàç

Êà âèäíî èç ãðàôèêîâ, ïðè ìàëîì óâåëè÷åíèè d Pã > Pýë è ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ðàñøè-
ðèòüñÿ, àíàëîãè÷íî ïðè ìàëîì óìåíüøåíèè d Pã < Pýë è ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ñæàòüñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîâåñèå íåóñòîé÷èâî.

5. (a) Ñíà÷àëà ðàññ÷èòàåì óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, ñîçäàâàåìîå ïëàñòèíîé. Ïî-
ñêîëüêó çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ èìååò òîò æå âèä, ÷òî è çàêîí Êóëîíà, ýòà
çàäà÷à àíàëîãè÷íà âîïðîñó îá ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå áåñêîíå÷íîé çàðÿæåííîé ïëà-
ñòèíû. Òîãäà î÷åâèäíî:

gσ0(x) = 2πGσ0

Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, ñîçäàâàåìîå ïëîñêîñòüþ, íå çàâèñèò îò ðàññòîÿ-
íèÿ äî íå¼.
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Òåïåðü ïîéì¼ì, êàêîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ñîçäà¼ò ãàç â òî÷êå ñ ïðîèçâîëüíîé
êîîðäèíàòîé. Ðàçäåëèì ãàç íà íåñêîëüêî îáëàñòåé:

x

0

−x

σ0

1

2

3

4

A

Èç ñèììåòðèè çàäà÷è î÷åâèäíî, ÷òî âîçäåéñòâèå ïåðâîé è ÷åòâ¼ðòîé îáëàñòåé
áóäóò êîìïåíñèðîâàòüñÿ, à âòîðîé è òðåòüåé - ñêëàäûâàòüñÿ, ïðè÷¼ì ìåæäó
ñîáîé îíè ðàâíû. Òî åñòü gãàç = 2g2. Ïîëå g2 ìîæíî íàéòè, ðàçáèâ âòîðóþ îáëàñòü
íà òîíêèå ñëîè òîùèíîé dx1 è ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ ρ(x1)dx1. Òîãäà:

x∫
0

dg(x1) = 2πG

x∫
0

ρ(x1) dx1 = 2πGσ(x)

Èòîãî:

g(x) = 2πG(σ0 + 2σ(x))

(b) Ðàññìîòðèì ìàëûé îáú¼ì ãàçà ñ ïëîùàäü dS, òîëùèíîé dx è êîîðäèíàòîé x:

x
x+ dx

0 σ0

dS

Ñóììà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ýòîò ãàç, äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ:

P (x+ dx)dS − g(x)dm− P (x)dS = 0(P (x)− P (x+ dx))dS = g(x)dm

Èñïîëüçóÿ dm = ρ(x)dSdx è ðàíåå ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó äëÿ g(x), ïîëó÷àåì:

dP

dx
= −2πGρ(x)(σ0 + 2σ(x))

(c) Ñâÿæåì ïåðåìåííûå x è σ:

12



dσ = ρdx⇒ dx =
dσ

ρ

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ:

dP

dσ
= −2πG(σ0 + 2σ)

(d) Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà îò íèæíåé ãðàíèöû àòìî-
ñôåðû äî âåðõíåé:

Pâåðõ∫
Píèç

dP =

σâåðõ∫
σíèç

−2πG(σ0 + 2σ) dσ

Pâåðõ − Píèç = −2πG(σ0(σâåðõ − σíèç) + σ2
âåðõ − σ2

íèç)

Çàìåòèì, ÷òî Pâåðõ = 0, à òàêæå σíèç = 0. Òîãäà:

Píèç = 2πG(σ0σmax + σ2
max)

(e) Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â ÷åòâ¼ðòîì ïóíêòå íå îáÿçàòåëüíî ïðîâîäèòü äî
σmax. Çíà÷èò, ðàâíîâåñíîå äàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî êóñî÷êà ãàçà çàâèñèò òîëü-
êî îò ìàññû ãàçà ïîä íèì. Ïðè ¾äûõàíèè¿ ñëîè íå ïåðåìåøèâàþòñÿ, ïîýòîìó
äëÿ ëþáîé ìàëîé ïîðöèè ãàçà ðàâíîâåñíîå äàâëåíèå íå ìåíÿåòñÿ. Ïðè ýòîì,
åñëè ãàç ðàñøèðÿåòñÿ, òî åãî ôàêòè÷åñêîå äàâëåíèå ïàäàåò, òî åñòü ñòàíîâèòñÿ
íåäîñòàòî÷íûì äëÿ ñîïðîòèâëåíèÿ ãðàâèòàöèè. Çíà÷èò, íà àòìîñôåðó äåéñòâóåò
âîçâðàùàþùàÿ ñèëà è ðàâíîâåñèå óñòîé÷èâîå. Ñëó÷àé ñæàòèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.
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