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Ïðèãîòîâüòåñü ê îñëîæíåíèÿì.

Äîêòîð Õàóñ.

Õàîñ è äèñêðåòíûå ìîäåëè

Â äàííîé çàäà÷å âàì ïðèäåòñÿ ïðèìåíÿòü êàê íàâûêè àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, òàê
è íàâûêè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Íî ýòî íå òàê ñòðàøíî, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà
ïåðâûé âçãëÿä.

Ñðåäà ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âàì íå ïðèøëîñü íè÷åãî ïðîãðàììèðîâàòü, ìû ïîäãîòîâèëè òåòðàäêó â
ñðåäå Google Colab. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåç ñìñ, íî ñ ðåãèñòðàöèåé.

Ïðîõîäèòå ïî ññûëêå íà òåòðàäêó (íà âñÿêèé ñëó÷àé, âîò îíà åùå ðàç), çàõîäèòå â ñâîé
ãóãëàêêàóíò, íàæèìàåòå íà âûïîëíåíèå êîäà â ëþáîé ÿ÷åéêè (ýòî òàêàÿ êíîïêà ïëåé), âàì
ñîîáùàþò ðàäîñòíóþ íîâîñòü î òîì, ÷òî äàííûé êîä íàïèñàë íåêèé Åëèñååâ Ìàêñèì, âû
ñîãëàøàåòåñü ñ ýòèì è òåòðàäêà ãîòîâà ê èñïîëüçîâàíèþ.

Ïîäðîáíî ïðî òî, êàê ïîëüçîâàòüñÿ òåòðàäêîé ðàññêàçàíî â äàííîì âèäåî (òåì ñàìûì Ìàê-
ñèìîì Åëèñååâûì). Åñëè Êîãäà ó âàñ îñòàíóòñÿ ïîÿâÿòñÿ âîïðîñû î òîì, êàê ïîëüçîâàòüñÿ
äàííîé òåòðàäüþ, òî âû ìîæåòå èõ çàäàòü â ëè÷íûå ñîîáùåíèÿ âîò ýòîìó ÷åëîâåêó. Íå
ñòåñíÿéòåñü, îí ãîòîâ è çàðÿæåí îòâå÷àòü 25 (äâàäöàòü ïÿòü) íà 7.

Çàìå÷àíèå. Áîëüøàÿ ÷àñòü òåòðàäè ýòî îáó÷åíèå, êîòîðîå ïðîïóñêàòü íå íàäî, è çàäàíèå
10-11 êëàññîâ, êîòîðîå âû ìîæåòå ïðîïóñòèòü (â êðàéíåì ñëó÷àå íåò). Îñíîâíàÿ ðàáîòà
áóäåò â ðàçäåëå ¾Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü¿ è ¾Ïóòü Òî÷êè¿.

Çàìå÷àíèå. Âû ìîæåòå èñïîëüçîâàòü ëþáóþ äðóãóþ ñðåäó äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è,
íî ìû íå ãàðàíòèðóåì, ÷òî äðóãèå ÷èñëåííûå ìåòîäû ñîéäóòñÿ ê ïðàâèëüíîìó ðåøåíèþ.
È åñòü ðèñê, ÷òî ìû íå ñìîæåì âàì ñ ýòèì íèêàê ïîìî÷ü.

Äèñêðåòíûå ìîäåëè

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ áûâàåò óäîáíî ïåðåõîäèòü ê äèñêðåòíîìó âðåìåíè è íàáëþäàòü çà äè-
íàìèêîé èçìåíåíèÿ íåêîòîðîé âåëè÷èíû. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì îáîçíà÷èòü xn ïîïóëÿöèþ
íåêîòîðîãî áèîëîãè÷åñêîãî âèäà â ìîìåíò âðåìåíè tn (ê ïðèìåðó, â ãîä ñ íîìåðîì n). Òîãäà
óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó èçìåíåíèÿ ïîïóëÿöèè â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå, ìîæåò
èìåòü âèä

xn+1 = λxn,

ãäå λ = const > 0 � êîýôôèöèåíò, êîòîðûé îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ æèçíè äàííîãî âèäà.
ßñíî, ÷òî åñëè λ > 1, òî ïîïóëÿöèÿ áóäåò íåîãðàíè÷åííî ðàñòè, åñëè λ = 1, òî åå çíà÷åíèå
áóäåò èç ãîäà â ãîä ïîñòîÿííûì, åñëè λ < 1, òî ïîïóëÿöèÿ âûìðåò. Â ýòîé ÷àñòè çàäà÷è
ìû áóäåì àíàëèçèðîâàòü ñõîæèå ìîäåëè.

Ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü f(xn). Åñëè íåêîòîðîå çíà÷åíèå x∗ óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ f(x∗) = x∗, òî òàêîé x∗ ìû áóäåì íàçûâàòü ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ.
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Åñëè ìû äâà ðàçà ïîäåéñòâóåì íàøåé ¾ôóíêöèåé¿, ò. å. çàïèøåì âûðàæåíèå âèäà f(f(x)),
òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ìû áóäåì íàçûâàòü êâàäðàòè÷íûì è áóäåì îáîçíà÷àòü êàê f 2(x).
Ïðè äåéñòâèè íàøåé ôóíêöèåé n ðàç ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå fn(x). ßñíî, ÷òî
ñòåïåíü â äàííîì ñëó÷àå íå ðàâíîñèëüíà ïîíÿòèþ ñòåïåíè èç àëãåáðû.

Ïóòü òî÷êè. Ëèíåéíûé ñëó÷àé.

Ðàññìîòðèòå â òåòðàäè êëåòêó ¾Ïóòü Òî÷êè¿. Â íåé çàäàíà ¾ôóíêöèÿ¿

f(x) = λ ·min [(1− x), x] , xn+1 = f(xn)

ãäå λ = const > 0. Âî âñåõ ïóíêòàõ ýòîé ÷àñòè çàäà÷è ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
çíà÷åíèÿ x ∈ [0, 1].

1. (0,5 áàëëà) Â êàêèõ ïðåäåëàõ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ïàðàìåòð λ, ÷òîáû xn ïðè ëþáîì n
ïðèíàäëåæàë îòðåçêó îò [0, 1]?

2. (0 áàëëîâ) Èçîáðàçèòå f(x).

3. (0,5 áàëëà) Êà÷åñòâåííî èçîáðàçèòå f 2(x) è f 4(x) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ̸= 0.

4. (0,5 áàëëà) Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ÷èñëà ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ îò ïàðàìåòðà λ ó
ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ¾ôóíêöèåé¿ f(x). Äëÿ òåõ çíà÷åíèé λ, ãäå ÷èñëî ïîëîæåíèé
ðàâíîâåñèÿ íàèáîëüøåå, íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ x∗(λ).

5. (0,3 áàëëà) Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ÷èñëà ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ îò ïàðàìåòðà λ ó ñè-
ñòåìû, çàäàâàåìîé ¾ôóíêöèåé¿ f 2(x). Äëÿ ëþáîãî ïàðàìåòðà λ, ãäå ÷èñëî ïîëîæåíèé
ðàâíîâåñèÿ ìàêñèìàëüíî, ðàçðàáîòàéòå ãðàôè÷åñêèé ìåòîä îòûñêàíèÿ ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ.

6. (0,7 áàëëîâ) ×åìó ðàâíî ìàêñèìàëüíîå êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ó ñè-
ñòåìû, çàäàâàåìîé ¾ôóíêöèåé¿ fn(x)?

7. (1,3 áàëëà) Äëÿ ¾ôóíêöèè¿ f(x) è λ = 1.5 ïîëó÷èòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, åñ-
ëè x0 = 0,6, x0 = 0,4 è x0 = 0,139. Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâüòå â âèäå ãðàôèêà, íà êîòîðîì
áóäóò èçîáðàæåíû f(x), à òàêæå g(x) = x èëè â âèäå ïåðâûõ ñîðîêà çíà÷åíèé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè x(n). Îáúÿñíèòå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

8. (1,7 áàëëîâ) Äëÿ ¾ôóíêöèè¿ f 2(x) è λ = 1.5 ïîëó÷èòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, åñëè
x0 = 0,6, x0 = 0,61. Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâüòå â âèäå ãðàôèêà, íà êîòîðîì áóäóò èçîáðà-
æåíû f(x), à òàêæå g(x) = x èëè â âèäå ïåðâûõ ñîðîêà çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x(n). Îáúÿñíèòå ðåçóëüòàò.

Ïîïðîáóéòå íàéòè (èëè èçîáðàçèòü) çàâèñèìîñòè äëÿ äðóãèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé.

9. (1 áàëë) Îòêðîéòå êëåòêó òåòðàäè â ðàçäåëå ¾Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü. Ëèíåéíûé ñëó-
÷àé¿. Îíà óìååò ñòðîèòü çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé òî÷åê, îòâå÷àþùèõ ïîëîæåíèÿì ðàâ-
íîâåñèÿ äëÿ ôóíêöèè fn(x) îò ïàðàìåòðà λ. Ïîñòðîéòå äàííûé ãðàôèê. Êàêèå îñî-
áåííîñòè äàííîãî ãðàôèêà âû ìîæåòå âûäåëèòü? Ïåðå÷èñëèòå âñå ñâîéñòâà, êîòîðûå
ñìîæåòå íàéòè.

Ïóòü Òî÷êè. Êâàäðàòè÷íûé ñëó÷àé.

Ìîäèôèöèðóÿ êîä â êëåòêå ¾Ïóòü Òî÷êè¿, ïðîàíàëèçèðóéòå ñëåäóþùóþ ¾ôóíêöèþ¿

f(x) = λx(1− x),
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ãäå λ = const > 0.

Ïðèìå÷àíèå. Ýòà ¾ôóíêöèÿ¿ âñòðå÷àåòñÿ â ñàìûõ ðàçíûõ ðàçäåëàõ íàóêè. Îò äèôôóçèè
äî ýêîíîìèêè.

Âî âñåõ ïóíêòàõ ýòîé ÷àñòè çàäà÷è ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ x ∈ [0, 1].

10. (0,5 áàëëà) Â êàêèõ ïðåäåëàõ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ïàðàìåòð λ, ÷òîáû xn ïðè ëþáîì n
ïðèíàäëåæàë îòðåçêó îò [0, 1]?

11. (0,5 áàëëà) Èçîáðàçèòå f(x). Íàéäèòå, ïðè êàêèõ λ ÷èñëî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèé
íàèáîëüøåå. Êàê çàâèñÿò äàííûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îò λ

12. (0,5 áàëëà) Èçîáðàçèòå f 2(x) ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ ̸= 0.

13. (0,5 áàëëà) Äëÿ ¾ôóíêöèè¿ f(x) è λ = 2 è ïîëó÷èòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, åñëè
x0 = 0,5, x0 = 0,4 è x0 = 0,33. Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâüòå â âèäå ãðàôèêà, íà êîòîðîì
áóäóò èçîáðàæåíû f(x), à òàêæå g(x) = x èëè â âèäå ïåðâûõ ñîðîêà çíà÷åíèé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè x(n). Îáúÿñíèòå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

14. (0,5 áàëëà) Äëÿ ¾ôóíêöèè¿ f 2(x) è λ = 2 ïîëó÷èòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, åñëè
x0 = 0,1, x0 = 0,16. Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâüòå â âèäå ãðàôèêà, íà êîòîðîì áóäóò èçîáðà-
æåíû f(x), à òàêæå g(x) = x èëè â âèäå ïåðâûõ ñîðîêà çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x(n). Îáúÿñíèòå ðåçóëüòàò.

Ïîïðîáóéòå íàéòè (èëè èçîáðàçèòü) çàâèñèìîñòè äëÿ äðóãèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé x.

15. (1 áàëë) Îòêðîéòå êëåòêó òåòðàäè â ðàçäåëå ¾Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü. Êâàäðàòè÷íûé
ñëó÷àé¿. Îíà óìååò ñòðîèòü çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé òî÷åê, îòâå÷àþùèõ ïîëîæåíèÿì
ðàâíîâåñèÿ äëÿ ôóíêöèè f(x) îò ïàðàìåòðà λ. Çàäàéòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå λ è
ïîñòðîéòå äàííûé ãðàôèê. Êàêèå îñîáåííîñòè äàííîãî ãðàôèêà âû ìîæåòå âûäå-
ëèòü? Ïåðå÷èñëèòå âñå ñâîéñòâà, êîòîðûå ñìîæåòå íàéòè.

Àâòîðû çàäà÷è: À.Â. Ñàõàðîâ, Ë.Ì. Êîëäóíîâ, Ì.È. Ïàóêîâ
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Ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è

Îáñóäèì ñìûñë óðàâíåíèé, êîòîðûå áûëè äàíû â çàäà÷å. Â äàëüíåéøåì, òå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, êîòîðûé â çàäà÷å íàçûâàëèñü ¾ôóíêöèÿìè¿ ìû áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèÿìè. Òàê,
ïåðâàÿ ¾ôóíêöèÿ¿ ýòî îòîáðàæåíèå ¾òåíò¿. Îáëàñòü åãî ïðèìåíåíèÿ äîñòàòî÷íî øèðîêà
� îò ïðîãíîçèðîâàíèÿ áèðæè äî ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë è êîäèðîâàíèÿ ñîîáùåíèé.

Âòîðàÿ ¾ôóíêöèÿ¿, ïàðàáîëè÷åñêàÿ, íàçûâàåòñÿ ëîãèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì. Îíà ÷àñòî
ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïîïóëÿöèîííîé áèîëîãèè. Â òåêñòå çàäà÷è áûë ïîêàçàí ïðî-
ñòåéøèé ïðèìåð, êîãäà îòíîøåíèå ÷èñëà âèäîâ ïîïóëÿöèè â ãîä n + 1 ëèíåéíî çàâèñåëî
îò ïðåäûäóùåãî ãîäà, è ýòî âåëî (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ λ = 1) ëèáî ê âûìèðàíèþ èç-çà
îòñóòñòâèÿ ðåñóðñà, êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííûì, ëèáî ê íåîãðàíè÷åííîìó ðàçìíîæå-
íèþ. Îäíàêî ýòó ìîäåëü ìîæíî íàäåëèòü áîëüøèì ñìûñëîì, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ðåñóðñû íå
ìîãóò áûòü âñåãäà ïîñòîÿííûìè: ïîïóëÿöèÿ â ãîä n âëèÿåò íå òîëüêî ïðÿìûì îáðàçîì
(÷èñëîì îñîáåé) íà ïîïóëÿöèþ â ñëåäóþùèé ãîä, íî è íà ðåñóðñû (ïîòðåáëÿÿ èõ). Îòñþäà
ïîëó÷àåòñÿ ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå âèäà:

x(n+1) = λ (1− xn)xn.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü âàðèàíò, êîãäà çà âûæèâàíèå êîíêóðèðóåò íåñêîëüêî ïîïóëÿöèé è îíè
âëèÿþò äðóã íà äðóãà: {

xn+1 = λ(1− xn)xn − αxnyn;

yn+1 = µ(1− yn)yn + βxnyn.

Â òàêîé ìîäåëè ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ãîðàçäî áîëüøå äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ (îáå âûìðóò,
îäíà âûæèâåò, îáå áóäóò æèòü). Òàêàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ êîíêóðåíòíûå óðàâíåíèÿ Ëîòêè-
Âîëüòåððû è ïðè íàëè÷èè 4 è áîëåå âèäîâ îíà ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü ðàçëè÷íûå äèíà-
ìè÷åñêèå ðåæèìû � îò î÷åâèäíûõ äî àâòîêîëåáàòåëüíûõ è äèíàìè÷åñêîãî õàîñà.

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = λmin{1 − x, x}, Ìàêñèìóì äàííîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ
ïðè x = 0, 5, òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ x ∈ [0; 1] ïîëó÷èì, ÷òî 0 < λ ≤ 2.
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2. Ñàìî îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå, èç êîòîðîãî ÿñíî ñëåäóåò ïî÷åìó îíî íà-
çûâàåòñÿ ¾òåíò¿.

3. Èñïîëüçóÿ òåòðàäü â ãóãëêîëàáå ïîñòðîèì ãðàôèêè êâàäðàòà îòîáðàæåíèÿ è ÷åòâåðòîé
ñòåïåíè. Åñëè èçìåíÿòü ïàðàìåòð λ, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè λ < 1 ãðàôèêè ôóíêöèé
f 2(x) è f 4(x) èìåþò îäèí èçëîì, êàê â ñëó÷àå f(x). Ïðè 1 < λ ≤ 2 ãðàôèêè ìîãóò èìåòü
2 è áîëåå èçëîìîâ:
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4. ×òîáû íàéòè ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (èõ åùå èíîãäà íàçûâàþò íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè),
íåîáõîäèìî íàéòè, êîãäà òî÷êà ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ ïåðåéä¼ò â ñàìó ñåáÿ. Ãðàôè-
÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàäî ïðîâåñòè ïðÿìóþ y = x è íàéòè ÷èñëî òî÷åê å¼ ïåðåñå÷åíèÿ
ñ ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ.

Ïðè λ < 1 áóäåò îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0, ïðè λ = 1 èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî
(âûðîæäåííûé ñëó÷àé), ïðè 1 < λ ≤ 2 � äâà. Ïåðâîå x1 = 0, âòîðîå x2 = λ/(1 + λ).

5. Â ï. 9 ìû ïîñòðîèëè ãðàôèê êâàäðàòà îòîáðàæåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó ïðåäûäóùåãî
ïóíêòà, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè λ < 1 îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ïðè λ = 1 èõ áåñêîíå÷íî
ìíîãî (âûðîæäåííûé ñëó÷àé), ïðè 1 < λ ≤ 2 � ÷åòûðå.

6. ×åì áîëüøå çíà÷åíèå λ, òåì íèæå îïóñêàþòñÿ ìèíèìóìû îòîáðàæåíèÿ è ÷èñëî ïå-
ðåñå÷åíèé ôóíêöèè îòîáðàæåíèÿ è ôóíêöèè y = x óâåëè÷èâàåòñÿ. Íàèáîëüøåå ÷èñëî
ïåðåñå÷åíèé äîñòèãàåòñÿ ïðè λ = 2 è îíî ðàâíî 2n.
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7. x = 0.6 � ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, ïîýòîìó ìû â íåé íàõîäèìñÿ
âñå 40 èòåðàöèé.

Ïðîöåäóðà, èçîáðàæàåìàÿ íà ãðàôèêå êîäà â òåòðàäêå íàçûâàåòñÿ ëåñòíèöåé Ëàìåðåÿ è
îòîáðàæàåò ¾ôóíêöèþ¿ â ðàáîòå. Ìû áåð¼ì íà÷àëüíóþ òî÷êó x0, c÷èòàåì x1 = f(x0),
çàòåì, ÷òîá cäåëàòü ñëåäóþùóþ èòåðàöèþ ïåðåõîäèì ïî ïðÿìîé y = x íà íóæíûé x1,
ñ÷èòàåì x2 = f(x1). Ìû ñäåëàëè øàã ïî ëåñòíèöå Ëàìåðåÿ.
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Ïðè x0 = 0.6 ìû ñðàçó ïîïàäàåì â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ èëè íåïîäâèæíóþ òî÷êó è â íåé
îñòàåìñÿ.

Ïðè x0 = 0.4 ìû âèäèì, ÷òî çà äâà øàãà ìû ïðèõîäèì â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ 0.6.

Ïðè íåáîëüøîì îòêëîíåíèè îò çíà÷åíèÿ 0.4 ìû ïîïàäàåì â ñèòóàöèþ, ãäå çà 40 èòåðàöèÿ
ìû íå ïîïàäàåì â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.
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8. Äàííûé ïóíêò ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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9. Äàííàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ ¾òåíò¿.
Ìû âèäèì, ÷òî ïî ìåðå ðîñòà ïàðàìåòðà λ ïðîèñõîäèò óäâîåíèå ÷èñëà ïîëîæåíèé ðàâíî-
âåñèé è â òî æå âðåìÿ ðîñò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè. Â êàêîé-òî ìîìåíò èõ ñòàíîâèòñÿ òàê
ìíîãî, ÷òî îíè ïðàêòè÷åñêè íåðàçëè÷èìû. Âàæíî îòìåòèòü ôðàêòàëüíîñòü ýòîé ñòðóê-
òóðû, ò.å. å¼ ñàìîïîäîáèå. Òàêèå ôèãóðû âïåðâûå íà÷àë èçó÷àòü Ìàíäåëüáðîò. Îäíèì èç
ñàìûõ èçâåñòíûõ ôðàêòàëîâ ÿâëÿåòñÿ ñíåæèíêà Êîõà. Ôðàêòàëüíîñòü áóäåò áîëåå çàìåòíà
â ñëó÷àå ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ.

Âòîðîé èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿþòñÿ îáëàñòè, íå çàïîëíåííûå ïîëîæåíèÿìè ðàâíî-
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âåñèÿ íà ôîíå ¾ñïëîøíîé¿ çàêðàñêè � îêíà ïðîçðà÷íîñòè. Òàêèå æå îñîáåííîñòè ìîæíî
âûäåëèòü è â ï. 21.

Ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

10. Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî ï. 7, ïîëó÷àåì λmax = 4.

11. Ïðè λ < 1 îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ïðè 1 < λ ≤ 4 � äâà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
íàéäåì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïåðâîå x1 = 0, âòîðîå ïåðåñå÷åíèå x2 = (λ− 1)/λ.
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12. Ãðàôèê êâàäðàòà ôóíêöèè f 2(x) èçîáðàæåí íèæå. Ïðè λ ≤ 2 ãðàôèê êà÷åñòâåííî íå
îòëè÷àåòñÿ îò ãðàôèêà f(x). Åñëè 2 < λ ≤ 4, òî ãðàôèê èìååò äâà ìàêñèìóìà è îäèí
ëîêàëüíûé ìèíèìóì â öåíòðå.
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13-14. Äàííûå ïóíêòû ðåøàþòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî áûëî â ïðåäûäóùåé ÷àñòè çàäàíèÿ.
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15. Ìû ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò àíàëîãè÷íûé òîìó, ÷òî áûë â ï. 15. Îòëè÷èå ëèøü â òîì,
÷òî ôðàêòàëüíàÿ ñòðóêòóðà áîëåå î÷åâèäíà. Òîò ôàêò, ÷òî ðåçóëüòàòû ñõîæè íå ÿâëÿåòñÿ
óäèâèòåëüíûì. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè.
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Àëüòåðíàòèâíàÿ çàäà÷à

Ïóòü òî÷êè. Ëèíåéíûé ñëó÷àé II.

Ïðîéäèòå â àëüòåðíàòèâíóþ òåòðàäêó. Ðàññìîòðèòå â òåòðàäè êëåòêó ¾Ïóòü Òî÷êè¿. Â
ýòîì ðàçäåëå àíàëèçèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ¾ôóíêöèÿ¿: {λx}� äðîáíàÿ ÷àñòü λx, ãäå λ = const > 0.
Âî âñåõ ïóíêòàõ ýòîé ÷àñòè çàäà÷è ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ x ∈ [0, 1].

1. (2,5 áàëëà) Èçîáðàçèòå f(x) äëÿ λ = 2.

2. (2,5 áàëëà) Êà÷åñòâåííî èçîáðàçèòå f 2(x) è f 4(x) ïðè çíà÷åíèÿõ λ = 2, λ = 2,5, λ = 4.

3. (2,5 áàëëà) Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ÷èñëà ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ îò ñòåïåíè ôóíêöèè
ïðè λ = 2.

4. (2,5 áàëëà) Îòêðîéòå êëåòêó òåòðàäè â ðàçäåëå ¾Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü. Ëèíåéíûé ñëó-
÷àé¿. Èçìåíèòå ¾ôóíêöèþ¿ íà òó, ÷òî èçó÷àåòñÿ â àëüòåðíàòèâíîé çàäà÷å. Â ýòîì
ðàçäåëå èçîáðàæàþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå áîëüøîãî êîëè÷å-
ñòâà îòîáðàæåíèé ïðè λ èç äèàïàçîíà îò 10 äî 20. Ïîïðîáóéòå ïðîàíàëèçèðîâàòü
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.
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Ðåøåíèå àëüòåðíàòèâíîé çàäà÷è

Äàííîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ¾çóá ïèëû¿. Çàìåòèì, îäèí èíòåðåñíûé ¾òðþê¿: åñëè
ïèñàòü ÷èñëà â äâîè÷íîé ñèñòåìå, òî ïðè óìíîæåíèè íà 2 âñ¼ ÷èñëî ñäâèãàåòñÿ âëåâî
íà îäèí ðàçðÿä, à âçÿòèè öåëîé ÷àñòè - îòáðàñûâàíèþ ñòàðøåãî ðàçðÿäà, ïîýòîìó xn+1

ïîëó÷àåòñÿ èç xn:
x0 = 0.01011...

x1 = 0.1011...

x2 = 0.011...

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïèëû èçâåñòíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà÷èíàþùàÿñÿ ïðè ðàöèîíàëü-
íîì x = p/q ïåðèîäè÷åñêàÿ, åñëè q - íå÷åòíîå. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà÷èíàþ-
ùàÿñÿ ñ 1/3, èìååò ïåðèîä 2:

1/3 → 2/3 → 1/3 . . . ,

à äëÿ 1/7 ïîëó÷àåòñÿ ïåðèîä 3

1/7 → 2/7 → 4/7 → 1/7 . . .

Ïðè ÷åòíîì q òðàåêòîðèÿ âûõîäèò íà ïåðèîäè÷åñêóþ ÷åðåç íåñêîëüêî èòåðàöèé, íàïðèìåð

1/6 → 1/3 → 2/3 → 1/3 . . .

èëè
1/8 → 1/4 → 1/2 → 1 → 1 . . .

Ò.î. ó îòîáðàæåíèÿ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå (ñ÷åòíîå) ìíîæåñòâî íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ îðáèò.

Èòàê, ïðè λ = 2 èìååì
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Êâàäðàò è ÷åòâ¼ðòàÿ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ ïðè òîì æå λ
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Êâàäðàò è ÷åòâ¼ðòàÿ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ ïðè λ = 2.5
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Êâàäðàò è ÷åòâ¼ðòàÿ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ ïðè λ = 4
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Âèäèì ïîñëå íåñêîëüêèõ èòåðàöèé, ÷òî îòâåò 2n.

Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó çàäà÷è, â íåé ìíîãî ÷òî ìîæíî èçó÷èòü, ìåíÿÿ ëèáî
ñòåïåíü ôóíêöèè, ëèáî ñàì ïàðàìåòð.
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